1. Vypocet Eulerova cisla (Martin Mares, 27. 11. 2006)

Uloha: Spoéitejte Eulerovo ¢islo na n desetinnych mist.

Reseni: Vyjdeme ze znamého vzorecku
= gk =1
E k_ atedye:kg_oﬂ.

(dtikaz viz Taylorova véta v libovolnych skriptech z matematické analyzy). Budeme pocitat s dlouhymi éisly s presnosti
na N desetinnych mist (pro néjaké N > n; jaké pfesné, to si zvolime ¢asem), jakmile 1/k! bude mensi neZ tato pfesnost,
se séitdnim skonc¢ime. Jelikoz vime, Ze 2 < e < 3 a prvni dva ¢leny jsou jednicky, staci pocitat s ¢isly v intervalu (0, 1) a
uvodni dvojku vypsat zvlast.

Algoritmus tedy bude vypadat nasledovné (aritmetické operace na proménnych s a f pracuji s presnosti £107V):

s—0

fe1/2

i — 2

Dokud f > 0 (tedy dokud f > 10~ protoze poéitame na N desetinnych mist):
s—s+f
1—1+1
[t/

8. Vydame vysledek 2 + s.

N oA W

Analyza: Pochopit, jak program funguje a jak pfesny vysledek v zavislosti na N vyd4, neni iplné jednoduché, protoze je
zatizen riznymi zaokrouhlovacimi chybami. Oznacme si tedy:

e = 10~V presnost nasi aritmetiky (vime, ze vysledek kazdé operace se od spravného lisi 0 méné nez ¢)

s; a f; hodnoty proménnych s a f v i-té iteraci

m celkovy podet iteraci, po nichz se algoritmus zastavi (tedy nejmensi m takové, ze s, < €)

s a f} hodnoty, které by proménné mély, pokud bychom viibec nezaokrouhlovali.

Tedy fF=1/ilas; =3, _,1/i.

e 58 =sf—s; a fA = ff — f; chybu naSeho vypoétu. Jelikoz zaokrouhlujeme doli, je s2 > 0 a f2 > 0.

Casova slozitost: Zkusme nejdiive spocitat, po kolika iteracich se algoritmus zastavi. Zjistit to pfesné je t&zké, ale najdéme
néjaky horni odhad, tedy néjaké (ne nutné minimalni) M takové, ze fa < e. Jelikoz f; < f7, staci, aby fi, = 1/M! bylo
mensi nez €. Chceme tedy vyfesit nerovnici:

1 _

Faktorial se invertuje tézko, ale pomuzeme si tim, ze k! > kk/ 2, takZe stac¢i, aby hledané M spliiovalo:

1

1 . M
W<10—N, ¢ili 710gM>N

M log M se ale také tézko invertuje pfesné, tak zvolime hrubsi odhad: M = 4N/log N a ziskame:

MlogM  4Nlog(4N/logN) 2N(log4+log N —loglog V)

= = N
2 2log N log N >

(pfi¢emz posledni nerovnost plati proto, ze loglog N < % log N, a tedy vyraz v zavorce vyjde > % log N ).[1]

Jednu iteraci algoritmu zvladneme spocitat v ¢ase O(IV), iteraci je celkem O(N/ log N), takze ¢asova slozitost vychazi
O(N?/logN).
Pfesnost: Jesté jsme neodhalili, jak pfesné musime pocitat (tedy jaké zvolit N), abychom dostali vysledek spravné na n

desetinnych mist. V algoritmu jsou dva zdroje chyb: jednak misto nekonecné fady s¢itdme konecnou, jednak jednotlivé
operace provadime jen s omezenou presnosti. Pojdme tedy zjistit, jak velké tyto chyby jsou:

Chyba dana chybéjicimi ¢leny: Z dalsi chytré véty z analyzy (konkrétné véta o Lagrangeové tvaru Taylorova zbytku)

plyne, ze:
m
>
k!
k=0

pro né&jaké £ € (0,x). My ovSem dosazujeme x = 1, takZe si miZeme byt jisti, Ze |e — sf,| < e/(m + 1)!. Pfitom
1/(m + 1)! < e, procez chyba je nejvyse e - £ < 3e. Staci tedy spocitat o ¢islici vic :)

k1. et
(k+1)!

Chyba zaokrouhlovac1 Premyslejme, kolik ¢ini fA a s . Na pocatku vypoctu je fo = SOA, v kazdé dalsi iteraci pak
1A+1 < s8 + fA (samo séitani je dokonale piesné, ale prlcltame fi, které je zatiZeno chybou) a ﬁl < fAJE+1) +e

I Pro ty, kterym vrta hlavou, jak piesné jsme m odhadli: Podobné miizeme pomoci nerovnosti k! < (k/2)* spocitat
dolni odhad a ukazat, ze m > aN/log N pro né&jakou konstantu «. To ale nebudeme potiebovat.
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(hodnota f; 11 je jednak zatiZena zaokrouhlovaci chybou ve vy$i maximélné ¢ a jednak vychdzi z nepfesné hodnoty f;,
ovSem tu pouzije vydélenou ¢islem i + 1, takze i chyba tolikrat klesne).
Indukei snadno dokézeme, Ze pro viechna i je f& < 2¢, a tedy s® < 2ie. Proto s5 < 2me < 4¢(N/logN) =
4-10~N . N/log N. Proto chceme zvolit N tak, aby platilo:
4-107NV. N

A -n -n
10 tedy ————— < 107"
Sm < , atedy log

Po zlogaritmovani obou stran a piehozeni znamének:
—log4+ N —log N + loglog N > n.

Pokud nyni zvolime N > n + logn + 2, mame vysledek zarucen.

Zavérem: Poscitanim obou korekci zjistime, Ze mame poéitat na N = n+logn+4 desetinnych mist a to zvladneme v Case
O(n?/logn).



