9. Dekompozice stromu

V této kapitole ukazeme nékolik datovych struktur zalozenych na myslence
dekomporzice problému na dostateéné malé podproblémy, které uz umime (obvykle
vhodnym kédovanim ¢isly) Fesit v konstantnim case.

Union-Find Problem

Problém: Udrzovani t¥id ekvivalence: na poc¢itku mame N jednoprvkovych ekviva-
lenénich t¥id, provadime operace Find (zjisténi, zda dva prvky jsou ekvivalentni) a
Union (slouceni dvou tfid do jedné). Také na to lze pohlizet jako na inkrementél-
ni udrzovani komponent souvislosti neorientovaného grafu: Union je pfidani hrany,
Find test, zda dva vrcholy lezi v téze komponenté. To se hodi v mnoha algoritmech,
kupfikladu v Kruskalové algoritmu pro hledani minimalni kostry.

Trividlni FeSeni: Prvky kazdé t¥idy obarvime unikatni barvou (identifikdtorem tii-
dy). Operace Find porovnavé barvy, Union prvky jedné ze sjednocovanych tiid
prebarvuje.

Operace Find tak pracuje v konstantnim ¢ase, Union mize zabrat az linearni
Cas. MUzeme si pomoci tim, ze vzdy prebarvime mensi ze slu¢ovanych ekvivalenc-
nich t¥id (budeme si pro kazdou tfidu pamatovat seznam jejich prvka a velikost).
Tehdy miize byt kazdy prvek piebarven jen O(logn)-krat, jelikoz kazdym piebarve-
nim se alespon zdvojnasobi velikost tfidy, ve které prvek lezi. Posloupnost operaci
Union, kterou vznikla t¥ida velikosti k, tak trvd O(klog k), takze mtzeme bezpecné
prohlésit, Ze amortizovand slozitost operace Union je O(logn).

Chytfejsi FeSeni: Kazdou tfidu budeme reprezentovat zakofenénym stromem s hra-
nami orientovanymi smérem ke kofeni (jinymi slovy pro kazdy prvek si pamatujeme
jeho otce nebo Ze je to kofen). Find nalezne kofeny stromu a porovnd je, Union
pripoji kofen jedné t¥idy pod kofen druhé. Aby stromy nedegenerovaly, pfidame dvé
pravidla:

e Union dle ranku: kazdy kofen v si bude pamatuje sviyj rank r(v), coz
je néjaké prirozené ¢islo. Na pocatku jsou vSechny ranky nulové. Pokud
spojujeme dva stromy s kofeny v, w a r(v) < r(w), pfipojime v pod w
a rank zachovdme. Pokud r(v) = r(w), pfipojime libovolné a novy kofen
bude mit rank 7(v) + 1.9

e Komprese cest: pokud z vrcholu vystoupime do kofene (napfiklad béhem
operace Find), pfepojime vSechny vrcholy na cesté, po které jsme prosli,
rovnou pod kofen.

Pro tcely analyzy struktury budeme uvazovat také ranky ostatnich vrcholi
— kazdy vrchol si ponese sviij rank z doby, kdy byl naposledy kofenem. Struktura
se ovSem podle ranki vnitfnich vrchold nijak nefidi a nemusi si je ani pamatovat.
Stromu s kofenem ranku r budeme zkracené fikat strom ranku r.

(1) Stejné by fungovalo pravidlo Union dle velikosti, které piipojuje mensi strom
pod vétsi, ale ranky mame radéji, neb jsou skladnéjsi a snaze se analyzuji.
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Invariant C: Na kazdé cesté z vrcholu do kofene prislusného stromu ranky ostie
rostou. Jinymi slovy rank vrcholu, ktery neni kofen, je mensi, nez je rank jeho otce.

Diikaz: Na pocéatku (pro jednovrcholové stromy) tvrzeni jisté plati. Necht provedeme
Union, ktery pfipoji vrchol v pod w. Cesty do kofene z vrchol, které lezely pod w,
zustanou zachovany, pouze se vrcholu w pfipadné zvysi rank. Cesty z vrcholt pod v
se rozSifi o hranu vw, na které rank v kazdém pripadé roste. Komprese cest nahrazuje
otce vrcholu jeho vzdélenéj$im predkem, takze se rank otce mizZe jeding zvysit. ©

Invariant R: Strom ranku r obsahuje alespon 2" vrchola.

Diikaz: Indukci podle ¢asu. Pro jednovrcholové stromy o nulovém ranku tvrzeni
plati. Necht pfipojime vrchol v pod vrchol w. Je-li r(v) < r(w), rank stromu zstane
zachovan a strom se jesté zvétsi. Je-li r(v) = r(w), rank stromu se zvétsi o 1, ale
z indukce vime, Ze oba spojované stromy mély alespoii 2"(*) vrchold, takZe jejich
spojenim vznikne strom o alespon 2"(")*1 yrcholech. Komprese cest zasahuje pouze
do vnitini struktury stromu, ranky ani velikosti stromti neméni. @

Dusledek: Rank kazdého stromu je O(logn), takze rank kazdého vnitiniho vrcholu
taktéz. Diky invariantu C stravime vystupem z kazdého vrcholu do kotene také c¢as
O(logn), takze logaritmicka je i slozitost operaci Union a Find.

K tomu nam ovSem stacilo samotné pravidlo Union podle ranku, o kompresi
cest jsme zatim dokazali pouze to, Ze sloZitost v nejhor§im piipadé nezhorsuje.(?
Kombinace obou metod se ve skutecnosti chovd mnohem 1épe:

Véta: (Tarjan, van Leeuwen [7]) Posloupnost m operaci Union a Find provedend
na prazdné struktufe s n vrcholy trvda O(n + ma(m,n)), kde a je inverzni Acker-
mannova funkce. ()

Ditikaz této véty neuvadime, jelikoz je technicky dosti ndro¢ny. Misto toho po-
dobnou metodou ukazeme trochu slabsi vysledek s iterovanym logaritmem:

Véta’: Ve struktufe s n prvky trva provedeni posloupnosti m operaci Union a Find

O((n+m) -log™ n).

Definice: VéZovou funkci 21k definujeme nasledovné: 210 = 1, 21(k + 1) = 22Tk,
Funkce 21k je tedy k-krat iterovand mocnina dvojky a log* je funkce k této

funkci inverzni.

Vrcholy ve struktufe si nyni rozdélime podle jejich ranki: k-t4 skupina bude
tvofena témi vrcholy, jejichZ rank je od 21(k — 1) + 1 do 21 k. Vrcholy jsou tedy
rozdéleny do 1 + log*logn skupin. Odhadnéme nyni shora pocet vrcholit v k-té
skupiné.

2) Mimochodem, Komprese cest samotna by také na slozitost O(logn) amortizo-
vané stacila [7].

() Je zndmo [6], Ze asymptoticky lepsi slozitosti nelze dosdhnout, a to ani v modelu
silngjsim nez RAM. Nami uvadény algoritmus si témér vystaci s Pointer Machine, jen
porovnavani ranki z tohoto modelu vybocuje. Slozitost operaci v nejhorsim piipadé
je obecné horsi, je zndm dolni odhad Q(logn/loglogn); vice viz Alstrup [1].
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Invariant S: V k-té skupiné lezi nejvyse n/(271 k) vrchold.

Diikaz: Nejprve ukazeme, ze vrcholii s rankem r je nejvyse n/2". Kdybychom ne-
komprimovali cesty, snadno to plyne z invarianti C a R: kazdému vrcholu ranku r
prifadime vsech jeho alesponn 2" potomku. Jelikoz ranky na cestach smérem ke ko-
feni rostou, zadného potomka jsme nemohli pfifadit vice vrcholim. Komprese cest
ovSem nemuze invariant porusit, protoze neméni ranky ani rozhodnuti, jak probéhne
ktery Union.

Ted uz staci odhad n/2" secist pfes vSechny ranky ve skupiné:

n n n < n il_ n 1= n
221 (k—1)+1 + 221 (k—1)+2 +eoeet 221k = 921(k—1) 'i:1 9i — 921(k—1) 21k

Q©

Diikaz véty: Operace Union a Find potiebuji nekonstantni ¢as pouze na vystoupani
po cesté ze zadaného vrcholu v do kofene stromu. Cas straveny na této cesté je pfimo
amérny poc¢tu hran cesty. Celd cesta je pfitom rozpojena a vSechny vrcholy lezici
na ni jsou piepojeny pfimo pod koren stromu.

Hrany cesty, které spojuji vrcholy z rtiznych skupin (takovych je O(log" n)),
natuctujeme pravé provadéné operaci. Celkem jimi tedy stravime cas O(mlog™ n).
Zbylé hrany budeme pocitat pres celou dobu béhu algoritmu a tuétovat je vrcholtim.

Uvazme vrchol v v k-té skupiné, jehoz rodi¢ lezi také v k-té skupiné. Jelikoz
hrany na cestach do korene ostfe rostou, kazdym pfepojenim vrcholu v rank jeho
rodiCe vzroste. Proto po nejvyse 21k prepojenich se bude rodi¢ vrcholu v nachéazet
v nékteré z vyssich skupin. Jelikoz rank vrcholu v se uz nikdy nezméni, bude hrana
z v do jeho otce jiz navzdy hranou mezi skupinami. Kazdému vrcholu v k-té skupiné
tedy nauctujeme nejvyse 21k prepojeni a jelikoz, jak uz vime, jeho skupina obsa-
huje nejvyse n/(21 k) vrcholt, natétujeme celé skupiné éas O(n) a véem skupindm
dohromady O(nlog* n). Q@

Union-Find s pfedem znamymi Uniony

Déle nés bude zajimat specidlni varianta Union-Find problému, v niz dopfedu
znéme posloupnost Uniont, ¢li strom, ktery spojovanim komponent vznikne.® Jing
interpretace téhoZ (jen pozpatku) je dekrementédlni udrzovani komponent souvislosti
lesa: na pocatku je dan les, umime smazat hranu a otestovat, zda jsou dva vrcholy
v témze stromu.

PopiSeme algoritmus, ktery po pocateénim predzpracovani v ¢ase O(n) zvlad-
ne Union i Find v amortizované konstantnim c¢ase. Tento algoritmus je kombinaci
dekompozic popsanych Alstrupem [3, 2].

(4} Kdy se to hodi? T¥eba v Thorupové linedrnim algoritmu [8] na nejkratsi cesty
nebo ve Weiheho taktéz linedrnim algoritmu [9] na hled4ni hranové disjunktnich cest
v rovinnych grafech.
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Definice: (Microtree/Macrotree dekompozice) Pro zakofenény strom T' o n vrcholech
definujeme:

® Koreny mikrostromiu budou nejvyssi vrcholy v T, pod nimiz je nejvyse
logn listt a které nejsou kofenem celého T

® Mikrostromy lezi v T od téchto kofentl nize.

® Spojovaci hrany vedou z kofenti mikrostromi do jejich otci.

® Makrostrom je tvoren zbyvajicimi vrcholy a hranami stromu 7.

Pozorovani: Kazdy mikrostrom mé nejvyse log n listti. Pod kazdjm listem makrostro-
mu lezi alesponl jeden mikrostrom (miZze jich byt i vice, viz dekompozice hvézdy
na obrazku), takze listd makrostromu je nejvyse n/logn.

Vnit¥nich vrchold makro- i mikrostromi ale miize byt nesikovné mnoho, protoze
se ve stromech mohou vyskytovat dlouhé cesty. Pomtuzeme si snadno: kazdou cestu
si budeme pamatovat zvl4st a ve stromu ji nahradime hranou, kterd bude vloZena
praveé tehdy, kdyz budou pfitomny vsechny hrany cesty.

Priklad: Nésledujici obrazek ukazuje dekompozici nékolika stromu za predpokladu,
ze logn = 4. Vrcholy mikrostromt jsou ¢erné, makrostromu bilé. Spojovaci hrany
kreslime teckované, hrany komprimovanych cest tuc¢né.

Algoritmus pro cesty: Cestu délky [ rozdélime na tseky délky logn, pro néz si ulo-
Zime mnoziny jiz p¥itomnych hran (po bitech jako éisla). Pak si je$té pamatujeme
zkomprimovanou cestu (hrany odpovidaji tsektim a jsou p¥itomny pravé tehdy, jsou-
li pfitomny vSechny hrany pfislugného tiseku) délky I/ logn a pro ni ,pfebarvovaci
strukturu pro Union-Find.

Union(x,y) (pfidani hrany e = zy do cesty):

1. Pfidame e do mnoziny hran pfitomnych v prislusném tseku.
2. Pokud se tim usek naplnil, pfiddme odpovidajici hranu do zkompri-
mované cesty.

Find(z,y) :
1. Pokud z a y jsou v témze tiseku, otestujeme bitovymi operacemi, zda
jsou v8echny hrany mezi x a y pfitomny.
2. Pokud jsou v riznych tsecich, rozdélime cestu z x do y na posloupnost

celych tseki, na které ndm odpovi zkomprimovana cesta, a dva dotazy
v krajnich ¢astecnych usecich.

4 2015-01-31



Operace uvniti usekd pracuji v ¢ase O(1), operace na zkomprimované cesté
v O(log ) amortizované, ale za dobu Zivota struktury je jich O(I/logn) = O(l/logl),
takze celkové zaberou linearni cas.
Komprese cest: Operace na mikro/makro-stromech budeme nésledujicim zptisobem
prevadét na operace s jejich cestové komprimovanymi podobami a na operace s ces-
tovymi strukturami:
Union(x,y):
1. Pokud e = zy lezi uvniti néjaké cesty, pridame ji do cesty, coz budto
zpusobi pridavani jiné hrany, a nebo uz jsme hotovi.
2. Provedeme Union v komprimovaném stromu.
Find(z,y):
1. Pokud z a y lezi uvnitf jedné cesty, zeptame se cestové struktury a
koncime.
2. Pokud x lezi uvnitf néjaké cesty, zjistime dotazem na cestovou struktu-
ru, ke kterému krajnimu vrcholu cesty je pfipojen, a x nahradime timto
vrcholem. Neni-li pfipojen k zddnému, je evidentné odpovéd na cely
Find negativni; pokud k obéma, vybereme si libovolny, protoze jsou
stejné v cestové komprimovaném stromu spojeny hranou. Analogicky
pro y.
3. Zeptame se struktury pro komprimovany strom.
Algoritmus pro mikrostromy: Po kompresi cest ma kazdy mikrostrom nejvyse 2 logn
vrcholi, ¢ili také nejvyse tolik hran. Hrany si ocislujeme prirozenymi ¢isly, kazdou
mnozinu hran pak mtZeme reprezentovat (2 logn)-bitovym ¢islem a mnoZinové ope-
race provadét pomoci bitovych v konstantnim cCase.
Pro kazdy mikrostrom si predpocitame pro vSechny jeho vrcholy v mnoziny P,
hran lezicich na cesté z korene mikrostromu do v. Navic si budeme pro cely mikro-
strom pamatovat mnozinu pfitomnych hran F'.

Union(z,y) :
1. Najdeme potradové ¢islo i hrany zy (méme pfedpocitané).
2. F « FU{i}.

Find(x,y) :
1. P + P, A P, (mnozina hran lezicich na cesté z = do y).

2. Pokud P\ F = 0, lezi x a y ve stejné komponents, jinak ne.

Algoritmus pro cely problém: Strom rozlozime na mikrostromy, makrostrom a spo-
jovaci hrany. V mikrostromech i makrostromu zkomprimujeme cesty. Pro cesty a mi-
krostromy pouzijeme vyse popsané struktury, pro kazdou spojovaci hranu si budeme
pamatovat jen znacku, zda je pfitomna, a pro makrostrom ptrebarvovaci strukturu.

Union(x,y):

1. Pokud e = zy je spojovaci, poznamename si, Ze je pritomna, a kon¢ime.
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2. Nyni vime, Ze e lezi uvnitf mikrostromu nebo makrostromu, a tak
provedeme Union na prislusné struktufe.

Find(x,y):

1. Lezi-li x a y v jednom mikrostromu, zeptame se struktury pro mikro-
strom.

2. Je-li x uvnitf mikrostromu, zeptame se mikrostruktury na spojeni s ko-
fenem mikrostromu. Neni-li, odpovime NE, stejné jako kdyz neni pii-
tomna piislusna spojovaci hrana. Jinak  nahradime listem makrostro-
mu, do kterého spojovaci hrana vede. Podobné pro y.

3. Odpovime podle struktury pro makrostrom.

Analyza: Operace Find trva konstantni ¢as, protoZe se rozlozi na O(1) Findua v dil-
¢ich strukturach a kazdy z nich trvd konstantné dlouho. VSech n operaci Union
trvad O(n), jelikoz zptisobi O(n) amortizované konstantnich operaci s mikrostromy,
spojovacimi hranami a cestami a O(n/logn) operaci s makrostromem, které trvaji
O(logn) amortizované kazda. >

Cviceni: Zkuste pomoci dekompozice vytesit nasledujici problém: je dan strom, jehoz
kazdy vrchol mtze byt oznaceny. Navrhnéte datovou strukturu, kterd bude umét
v ¢ase O(loglogn) oznacit nebo odznacit vrchol a v ¢ase O(logn/loglogn) najit
nejblizsiho oznaceného predchidce.

Fredericksonova clusterizace

Mikro/makro-stromové dekompozice neni jediny zptisob, jak stromy rozkladat.
Nékdy se vice hodi néasledujici myslenka:
Definice: (Fredericksonova clusterizace) Necht k > 1 je pfirozené ¢islo a T strom

s maximalnim stupném nejvyse 3. Pak k-clusterizaci stromu 7' nazveme libovolny
rozklad V4 U...UV; mnoziny V(T), pro ktery plati:

® Podgrafy stromu T indukované jednotlivymi V; jsou souvislé. Témto pod-
grafim budeme tikat clustery a znacit je C;.

® 7 kazdého clusteru vedou nejvyse 3 hrany do sousednich clusterd. Tako-
vym hrandm fikdme vnéjsi, jejich pocet je vnéjsi stuperi clusteru ed(C;).
Hrany uvnitf clusterd nazveme vnitini.

e Necht |C;| znadi pocet vrcholi clusteru C;. Pak pro vSechny clustery plati
|C;] < k a pro clustery vnéjsiho stupné 3 dokonce |C;| = 1.

o 74dné dva sousedni clustery neni mozné sloudit.

Umluva: Clustery vnéjsiho stupné 0 se nazgvaji izolované, stupné 1 listové, stupné 2
cestové a stupné 3 vétvict.

) To je v priméru O(1) na operaci a dokonce i amortizované, pokud nechdme
inicializaci struktury, ktera je linedrni, naspotit potencial O(n), ze kterého budeme
prubézné platit slucovani v makrostromu.
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Pozorovani: Necht C' a D jsou sousedni clustery (bez Gjmy na obecnosti ed(C) >
ed(D)). Kdy je 1ze slou¢it? Predevsim |C|+|D| musi byt nejvyse rovno k. Pak mohou
nastat nasledujici pripady:

® Pokud C'i D jsou listové, Ize je sloucit do jednoho izolovaného clusteru.

® Pokud C je cestovy a D listovy, lze je sloucit do listového clusteru.

e Pokud C' i D jsou cestové, lze je sloucit do cestového clusteru.

e Pokud C je vétvici a D listovy, lze je sloudit do cestového clusteru.

e V ostatnich pfipadech slufovat nelze, nebot by vznikl cluster vnéjsiho

stupné 4 nebo stupné 3 s vice nez jednim vrcholem.

Véta: (Frederickson [5]) Kazd4 k-clusterizace stromu T na n vrcholech obsahuje
O(n/k) clustert.

Diikaz: Pokud clusterizace obsahuje pouze izolované nebo listové clustery, pak je
konstantné velka a tvrzeni trividlné plati.

Pokud navic obsahuje cestové clustery, musi byt clustery propojeny do jedné
cesty, ktera zac¢ina a konci listovymi clustery a ostatni clustery jsou cestové. Cestové
clustery rozdélime na velké (alespoii k/2 vrcholt) a malé (ostatni). VSimneme si, Ze
malé spolu nemohou sousedit. Velkych je pfitom nejvyse n/k, takze malych nejvyse
n/k+ 1.

Zbyva obecny pripad, v némz jsou i vétvici clustery. Uvazme clusterizac¢ni
strom S: jeho vrcholy odpovidaji clusterim, hrany externim hrandm mezi nimi.
Tento strom zakotenme v libovolném vétvicim clusteru.

Pokud ve stromu S nahradime kazdou nevétvici se cestu hranou, vznikne néjaky
komprimovany strom .S’. V ném uZ jsou pouze listové clustery (coby listy) a vétvici
clustery (jako vnitfni vrcholy).

Nyni si vSimneme, ze pro kazdy list ¢ stromu S plati, Ze tento cluster spolu
s cestovymi clustery nad nim (které se schovaly do hrany mezi £ a jeho otcem) musi
mit velikost alespon k. V opa¢ném pripadé by totiz bylo mozné tyto clustery spole¢né
s vétvicim clusterem nad nimi sloucit do jediného clusteru, coz by porusilo posledni
podminku z definice clusterizace.

Proto strom S’ obsahuje nejvyse n/k listi. A jelikoz vSechny jeho vnitini vr-
choly maji alespori 2 syny, musi byt vnitinich vrcholu také nanejvys n/k.

Zbyva zapocitat cestové clustery. UvaZzme hranu e stromu S’ a cestové clustery,
které se do ni zkomprimovaly. Uz vime, ze je-li celkova velikost téchto clustert r,
mize jich byt nanejvys 2r/k + 1. A jelikoz clustery jsou disjunktni, v sou¢tu pfes
v8echny hrany e dostaneme 2n/k + pocet hran stromu S’ = O(n/k).

Clusterii vSech typi je tedy dohromady O(n/k). Q
Véta: (Frederickson [5]) Pro kazdé k 1ze k-clusterizaci stromu o n vrcholech najit
v Case O(n).

Diikaz: Clusterizaci 1ze najit upravenym hleddnim do hloubky, ale pii tom je nutné
fesit mnoho rdznych pripadt slucovani clusterii. Misto toho pouzijeme nasledujici
hladovy algoritmus.
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Nejprve vytvorime z kazdého vrcholu trividlni cluster. Takova clusterizace spl-
nuje vsechny podminky kromé posledni. Budeme tedy clustery hladové slucovat.

Poridime si frontu clusterd, u nichZ jsme jesté nezkontrolovali slucitelnost. Na
pocatku do ni umistime vSechny clustery. Pak vzdy odebereme cluster, prozkoumame
jeho sousedy a pokud mezi nimi je né€jaky, s nimz lze slucovat, tak to provedeme.
Novy cluster ulozime do fronty, oba staré z fronty odstranime.

Vsimneme si, Ze pii kazdé kontrole poklesne velikost fronty o 1 — budto jsme
neslucovali a zmizel pouze kontrolovany cluster, anebo slucovali, ale pak zmizely dva
clustery a pfibyl jeden. Jelikoz kontrolu i slouceni zvladneme v konstantnim case,
cely algoritmus dobéhne v ¢ase O(n). @
Pouziti: Pfedchozi variantu Union-Find problému bychom také mohli vyfesit nahra-
zenim vrcholt stupné vétsiho nez 3 ,kruhovymi objezdy bez jedné hrany“, nalezenim
(log n)-clusterizace, pouzitim bitové reprezentace mnozin uvnit¥ clusterti a piebar-
vovaci struktury na hrany mezi clustery.

Stromovi predchudci

Problém: (Least Common Ancestor alias LCA ) Chceme si pfedzpracovat zakofenény
strom T tak, abychom dokéazali pro libovolné dva vrcholy z,y najit co nejrychleji
jejich nejblizsiho spolecného predchudce.
Trivialni feSeni LCA:
® Vystoupame z x i y do kofene, oznac¢ime vrcholy na cestach a kde se
poprvé potkaji, tam je hledany predchudce. To je linearni s hloubkou a
nepotrebuje predzpracovani.
® VylepSeni: Budeme stoupat z x a y stfidavé. Tak potfebujeme jen linearné
mnoho kroki vzhledem ke vzdalenosti spole¢ného predchidce.
e Piedpocitdme viechny moznosti: predzpracovani O(n?), dotaz O(1).
e ... codal?
Vérni vtiptim o matfyzéicich a élanku [4] pfevedeme radéji tento problém na jiny.
Problém: (Range Minimum Query alias RMQ)) Chceme pfedzpracovat posloupnost
¢isel ay, ... ay, tak, abychom uméli rychle pocitat min,<;<y a;. 6)
Lemma: LCA lze pfevést na RMQ s linedrnim ¢asem na predzpracovani a konstant-
nim ¢asem na prevod dotazu.
Diikaz: Strom projdeme do hloubky a pokazdé, kdyz vstoupime do vrcholu (af jiz
poprvé nebo se do néj vratime), zapiSeme jeho hloubku. LCA(z, y) pak bude nejvyssi
vrchol mezi libovolnou navstévou x a libovolnou navstévou y. Q
Trivialni FeSeni RMQ:
e Predpoc¢itdme viechny mozné dotazy: piedzpracovani O(n?), dotaz O(1).
e Pro kazdé i a j < logn predpoéitdme m;; = min{a;, a;+1,...,a;402i -1},
¢ili minima vsSech blokt velkych jako néjakd mocnina dvojky. Kdyz se

6) Vgimnéte si, Ze pro sumu misto minima je tento problém velmi snadny.
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poté nékdo zeptd na minimum bloku a;, a;y1, ..., a;-1, najdeme nejvétsi k
takové, ze 2% < j — i a vratime:

min(min{a;, ..., a;4or 1}, min{a;_ok,...,a;-1}).
Tak zvlddneme dotazy v ¢ase O(1) po predzpracovani v ¢ase O(nlogn).

My si ovsem vSimneme, Ze nas prevod z LCA vytvari dosti specidlni instance
problému RMQ), totiz takové, v nichz je |a; — a;4+1| = 1. Takovym instancim budeme
fikat RMQ=+1 a budeme je umét Fesit Sikovnou dekompozici.

Dekompozice pro RMQ=+1: Vstupni posloupnost rozdélime na bloky velikosti b =
1/2-logn, kazdy dotaz umime rozdélit na ¢ast tykajici se celych blokl a maximalné
dva dotazy na ¢asti blokt.

Vsimneme si, Ze ackoliv blokt je mnoho, jejich moznych typt (tj. posloupnosti
klesani a stoupani) je pouze 2°~! < \/n a bloky téhoz typu se lisi pouze posunutim
o konstantu. Vybudujeme proto kvadratickou strukturu pro jednotlivé typy a pro
kazdy blok si zapamatujeme, jakého je typu a jaké mé posunuti. Celkem stravime
¢as O(n + /n -log? n) = O(n) predzpracovanim a O(1) dotazem.

Mimo to jesté vytvofime komprimovanou posloupnost, v niz kazdy blok na-
hradime jeho minimem. Tuto posloupnost délky n/b budeme pouzivat pro ¢ésti
dotazi tykajici se celych blokt a pfipravime si pro ni ,logaritmickou“ variantu tri-
vidlni struktury. To nas bude stat O(n/b - log(n/b)) = O(n/logn - logn) = O(n)
na predzpracovani a O(1) na dotaz.

Tak jsme ziskali algoritmus pro RMQ=1 s konstantnim ¢asem na dotaz po line-
arnim predzpracovani a vyse zminénym pievodem i algoritmus na LCA se stejnymi
parametry. Jesté ukazeme, ze pirevod muze fungovat i v opa¢ném sméru, a tak mu-
Zeme ziskat i konstantni/linedrni algoritmus pro obecné RMQ.

Definice: Kartézsky strom pro posloupnost aq,...,a, je strom, jehoz kofenem je
minimum posloupnosti, tj. néjaké a; = min; a;, jeho levy podstrom je kartézsky
strom pro ay,...,a;—1 a pravy podstrom kartézsky strom pro a;y1,...,an.
Lemma: Kartézsky strom je mozné zkonstruovat v linedarnim case.

Diikaz: Pouzijeme inkrementalni algoritmus. Vzdy si budeme pamatovat kartézsky
strom pro jiz zpracované prvky a pozici posledniho zpracovaného prvku v tomto stro-
mu. Kdyz pridavame dalsi prvek, hleddme misto, kam ho pfipojit, od tohoto ozna-
¢eného prvku nahoru. Pov§imnéme si, Ze vzhledem k potencidlu rovnému hloubce
oznaceného prvku je ¢asova slozitost pridani prvku amortizované konstantni. Q
Lemma: RMQ 1ze pievést na LCA s linedrnim ¢asem na predzpracovéni a konstant-
nim ¢asem na prevod dotazu.

Diikaz: Sestrojime kartézsky strom a RMQ pfevedeme na LCA v tomto stromu. ©

Vysledky této podkapitoly mizeme shrnout do nésledujici véty:

Véta: Problémy LCA i RMQ je mozné fesit v konstantnim ¢ase na dotaz po piedzpra-
covani v linedrnim case.

Cviceni: Vymyslete jednodussi strukturu pro RMQ, vite-li, Ze vSechny dotazy budou
na intervaly stejné délky.
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