8. Q-Heaps

V minulé kapitole jsme zavedli vypocetni model RAM a nahlédli jsme, ze
na ném muzeme snadno simulovat vektorovy pocitac¢ s vektorovymi operacemi pra-
cujicimi v konstantnim ¢ase. Kdyz uz mame takovy pocitaé, pojdme si ukazat, jaké
datové struktury na ném muzeme vytvaret.

Svym snazenim budeme smétovat ke strukturam, které zvladnou operace Insert
a Delete v konstantnim case, pficemz bude omezena budto velikost ¢isel nebo maxi-
malni velikost struktury nebo oboji. Bez ijmy na obecnosti budeme predpokladat,
ze hodnoty, které do struktur ukladame, jsou navzajem razné.

vvvvv

Znaceni: w bude vzdy znadit $itku slova RAMu a n velikost vstupu algoritmu, v némz
datovou strukturu vyuZzivame (speciélné tedy vime, Ze w > logn).

Word-Encoded B-Tree

Prvni strukturou, kterou popiseme, bude vektorova varianta B-stromu. Nema
jesté tak zajimavé parametry, ale odvozuje se snadno a jsou na ni dobfe vidét mnohé

Pijde o obycejny B-strom s daty v listech, ovSem kédovany vektorové. Do listt
stromu budeme ukladat k-bitové hodnoty, vnitini vrcholy budou obsahovat pouze
pomocné klice a budou mit nejvyse B synt. Strom bude mit hloubku h. Hodnoty
vsech kli¢a ve vrcholu si budeme ukladat jako vektor, ukazatele na jednotlivé syny
jakbysmet.

Se stromem zachazime jako s klasickym B-stromem, pfitom operace s vrcholy
provadime vektorové: vyhledani pozice prvku ve vektoru pomoci operace Rank, roz-
déleni a slu¢ovani vrcholéi pomoci bitovych posuvii a maskovani, to vie v éase O(1).
Stromové operace (Find, FindNext, Insert, Delete, ...) tedy stihneme v ¢ase O(h).

Zbyvé si rozmyslet, co musi spliiovat parametry struktury, aby se vSechny vek-
tory vesly do konstantniho poctu slov. Kvuli vektortim kli¢t musi platit Bk = O(w).
Jelikoz strom mé az B listii a nejvyse tolik vnitfnich vrcholii, ukazatele zabiraji
O(hlog B) bitt, takze pro vektory ukazatelt potfebujeme, aby bylo BhlogB =
O(w). Dobra volba je napiiklad B = k = y/w, h = O(1), ¢imz ziskdme strukturu
obsahujici w®® prvki o y/w bitech, kterd pracuje v konstantnim case.

Q-Heap

Predchozi struktura ma zajimavé vlastnosti, ale ¢asto je jeji pouziti znemoznéno

a Willarda [1], kterd dokéze totéz, ale s az w-bitovymi éisly. Tato struktura ma spise
teoreticky vyznam (konstrukce je zna¢né komplikovand a skryté konstanty nemalé),
ale prekvapivé mnoho myslenek je pouzitelnych i prakticky.
Znaceni:

e k= O(w'/*) - omezeni na velikost haldy,

e r < k — aktudlni pocet prvki v haldé,
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e X = {z1,...,2.} — ulozené w-bitové prvky, oéislujeme si je tak, aby
) <...<Zp,

® ¢; = MSB(z; ® z;4+1) — nejvyssi bit, ve kterém se lisi z; a @41,

e Ranky () — pocet prvkli mnoziny X, které jsou mensi nez = (pfi¢emz x
mize lezet i mimo X).

Predvypocet: Budeme ochotni obétovat cas O(2k4) na predvypocet. To mtize znit
hrozivé, ale ve vétsiné aplikaci bude k = logl/ 4 n, takze predvypocet stihneme v ¢a-
se O(n). V takovém ¢ase mimo jiné stihneme pfedpoéitat tabulku pro libovolnou
funkci, kterda ma vstup dlouhy O(k?) biti a kterou pro kazdy vstup dovedeme vy-
hodnotit v polynomialnim case. Nadéle tedy miuzeme bezpecné predpokladat, ze
vSechny takové funkce umime spocitat v konstantnim case.

Iterovani: VSimnéte si, Ze jakmile dokéZeme sestrojit haldu s k prvky pracujici v kon-
stantnim ¢ase, miZeme s konstantnim zpomalenim sestrojit i haldu s £°M prvky.
Staci si hodnoty ulozit do list stromu s vétvenim k a konstantnim poc¢tem hladin a
v kazdém vnitfnim vrcholu si pamatovat minimum podstromu a Q-Heap s hodnota-
mi jeho syntu. Tak dokazeme kazdé vlozeni i odebrani prvku prevést na konstantné
mnoho operaci s Q-Heapy.

Naért fungovani Q-Heapu: Nad prvky xi,...,z, sestrojime trii T" a nevétvici se
cesty zkomprimujeme (nahradime hranami). Listy trie budou jednotliva z;, vnitini
vrchol, ktery lezi mezi z; a x;41, bude testovat ¢;-ty bit ¢isla. Pokud budeme hledat
nékteré z x;, tyto vnitini vrcholy (budeme jim fikat znaéky<1>) nas spravné dovedou
do prislusného listu. Pokud ale budeme hledat néjaké jiné x, zavedou nas do néja-
kého na prvni pohled nesouvisejiciho listu a teprve tam zjistime, ze jsme zabloudili.
K naSemu prekvapeni vSak to, kam jsme se dostali, bude stacit ke spocitani ranku
prvku a z ranki uz odvodime i ostatni operace.

Priklad: Trie pro zadanou mnozinu ¢éisel. Ohodnoceni hran je pouze pro nazornost,
neni soucasti struktury.

21 = 000011 ¢ =3

o = (00101 co =4
x4 = 0101 €1 =95
x5 = 1000 cs =0

g =|1000

Lemma R: Rankx (z) je uren jednozna¢né kombinaci:

(i) tvaru stromu T,
(ii) indexu ¢ listu z;, do kterého nés zavede hled4ni hodnoty x ve stromu,

(1) tf¥eba turistické pro orientaci v lese
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(iii) vztahu mezi © a z; (z < x;, * > x; nebo © = z;) a
(iv) pozice b = MSB(z & ;).

Dikaz: Pokud x = z;, je zjevné Rankyx(z) = i. Pfedpoklddejme tedy x # ;.
Hodnoty znacek klesaji ve sméru od kofene k listim a na cesté od kofene k z;
se vSechny bity v z; na pozicich uréenych znackami shoduji s bity v x. Pfitom az
do pozice b se shoduji i bity znackami netestované. Sledujme tuto cestu od kofene az
po b: pokud cesta odbocuje doprava, jsou vSechny hodnoty v levém podstromu mensi
nez x, a tedy se do ranku zapocitaji. Pokud odbocuje doleva, jsou hodnoty v pravém
podstromu zarucené vétsi a nezapodcitaji se. Pokud nastala neshoda a = < z; (tedy
b-ty bit v z je nula, zatimco v z; je jednickovy), jsou vSechny hodnoty pod touto
hranou vétsi; pfi opa¢né nerovnosti jsou mensi. Q
Piklad: Vezméme mnozinu X = {x1, 9, ..., 26} z pfedchoziho ptikladu a poéitejme
Rank x (011001). Misto prvni neshody je ozna¢eno puntikem. Plati x > z;, tedy cely
podstrom je mensi nez x, a tak je Rankx(011001) = 4.

Radi bychom predchozi lemma vyuzili k sestrojeni tabulek, které podle uvede-
nych hodnot vrati rank prvku z. K tomu potfebujeme predevsim umét indexovat
tvarem stromu.

Pozorovani: Tvar trie je jednozna¢né uréen hodnotami ¢y, ..., c.—1 (je to totiz kar-
tézsky strom nad témito hodnotami — bliZze viz kapitola o dekompozicich stromi),
hodnoty v listech jsou z1,...,z, v poradi zleva doprava.

Kdykoliv chceme indexovat tvarem stromu, miazeme misto toho pouzit pfimo
vektor (c1,..., ¢ — 1), ktery ma klogw bitt. To se sice uz vejde do vektoru, ale pro
indexovéani tabulek je to stale pFili§ (vSimnéte si, Ze logw smi byt vaéi k libovolné
vysoky — pro w zname pouze dolni mez). Proto reprezentaci jesté rozdélime na dvé
Casti:

¢ B :={c1,...,¢} (mnozina vSech pozic biti, které trie testuje, uloZena
ve vektoru setfidéné),
e C:{1,...,r} — B takova, ze B[C(i)] = ¢;.

Lemma R’: Rankx () lze spoéitat v konstantnim ¢ase z:

(’) funkce C,
(ii’) hodnot z1,...,z,,
(iii’) «[B] — hodnot bitt na ,zajimavych“ pozicich v ¢isle x.

Diikaz: 7 predchoziho lemmatu:

(1) Tvar stromu zévisi jen na nerovnostech mezi polohami znadéek, takze je
jednoznacné urceny funkci C.

(ii) Z tvaru stromu a z[B] jednoznacéné plyne list x; a tyto vstupy jsou do-
statecné kratké na to, abychom mohli predpocitat tabulku pro prichod
stromem.

(iii) Relaci zjistime prostym porovndnim, jakmile zndme z;.

(iv) MSB umime na RAMu poc¢itat v konstantnim ¢ase.
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Mezivysledky (i)—(iv) jsou opét dost kratké na to, abychom jimi mohli indexo-

vat tabulku. v
Pocitani rank je témér vsSe, co potfebujeme k implementaci operaci Find, Insert a
Delete. Jedinou dalsi prekazku tvoii zat¥idovani do seznamu z1, . .., x,, ktery je moc

velky na to, aby se vesel do O(1) slov. Proto si budeme pamatovat zvlast hodnoty
v libovolném poradi a zvlast permutaci, ktera je setfidi — ta se jiz do vektoru vejde.
Reknéme tedy pofadné, co vse si bude struktura pamatovat:

Stav struktury:

e [, r — kapacita haldy a aktudlni pocet prvka (éisla),

e X ={x,...,2,} — hodnoty prvki v libovolném poradi (pole &isel),

® o — permutace na {1,...,r} takova, ze z; = X[p(i)] a 1 < z2 < ... < 2y
(vektor o r - log k bitech),

e B — mnozina ,zajimavych® bitovych pozic (setfidény vektor o r - logw
bitech),

e (' — funkce popisujici znacky: ¢; = B[C(i)] (vektor o r - log k bitech),

e piedpocitané tabulky pro rizné funkce.

Nyni jiz ukdzeme, jak provadét jednotlivé operace:
Find(z) :

1. i — Rankx(x).

2. Pokud x; = x, odpovime ANO, jinak NE.
Insert(x) :

1. i < Rankx(x).

2. Pokud x = z;, hodnota uz je pfitomna.

3. Ulozime = do X[++ r] a vlozime r na i-té misto v permutaci .
4. Prepocitdme c;_1 a ¢;. Pro kazdou zménu c;:

5. Pokud jesté nova hodnota neni v B, pfidame ji tam.
6. Upravime C(j), aby ukazovalo na tuto hodnotu.
7. Upravime ostatni prvky C, ukazujici na hodnoty v B, které se
vloZenim posunuly.
8. Pokud se na starou hodnotu neodkazuje zadné jiné C(-), smazeme
jiz B.
Delete(z) :

1. i < Rankx(z) (vime, Ze z; = x).

2. Smazeme x; z pole X (napftiklad prohozenim s poslednim prvkem) a
prislusné upravime p.

3. Prepocitame c;—1 a ¢; a upravime B a C' jako pfi Insertu.

Casova slozitost: Viechny kroky operaci po vypoétu ranku trvaji konstantni cas,
rank samotny zvladneme spocitat v O(1) pomoci tabulek, pokud zndme z[B]. Zde
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je ovSem nalicen hacek — tuto operaci nelze na Word-RAMu konstantnim poctem
instrukel spocitat. Pomoci si mizeme dvéma zpisoby:

a) Vyuzijeme toho, Ze operace z[B] je v AC?, a vysta&ime si se strukturou
pro AC°-RAM. Zde dokonce miizeme vytvafet haldy velikosti az w log w.
Také pri praktické implementaci muzeme vyuzit toho, Ze soucasné proce-
sory maji instrukce na spoustu zajimavjch AC°-operaci, viz nap¥. pékny
rozbor v [2].

b) Jelikoz B se pfi jedné Q-Heapové operaci méni pouze o konstantni pocet
prvkd, mizeme si udrzovat pomocné struktury, které budeme umét pti
lokalni zméné B v linedrnim ¢ase prepocitat a pak pomoci nich indexovat.
To pomoci Word-RAMu lze zafidit, ale je to technicky dosti naroc¢né, takze
¢tenafe zvédavého na detaily odkazujeme na ¢lanek [1].

Aplikace Q-Heapu

Jednim velice péknym dusledkem existence Q-Heaptu je linedrni algoritmus
na nalezeni miniméalni kostry grafu ohodnoceného celymi ¢isly. Ziskdme ho z Fredma-
novy a Tarjanovy varianty Jarnikova algoritmu (viz kapitoly o kostrach) tak, Ze
v prvni iteraci pouzijeme jako haldu Q-Heap velikosti logl/ “n a pak budeme po-
kracovat s ptivodni Fibonacciho haldou. Tak provedeme tolik priichodi, kolikrat je
potieba zlogaritmovat n, aby vysledek klesl pod logl/ “n, a to je konstanta. Vsimnéte
si, ze by nam dokonce stacila halda velikosti Q(log(k) n) s operacemi v konstantnim
Case pro néjaké libovolné k.
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