7. Vypocetni modely

KdyzZ jsme v predeslych kapitolach studovali algoritmy, nezabyvali jsme se tim,
v jakém presné vypocetnim modelu pracujeme. Konstrukce, které jsme pouzivali,
totiz fungovaly ve vSech obvyklych modelech a mély tam stejnou ¢asovou i prostorovu
slozitost. Ne vzdy tomu tak je, takze se vypocetnim modeltim podivejme na zoubek
trochu blize.

Druhy vypocetnich modelu

Obvykle se pouzivaji nasledujici dva modely, které se lisi zejména v tom, zda
je mozné pamét indexovat v konstantnim case ¢ nikoliv.
Pointer Machine (PM) [1] pracuje se dvéma typy dat: ¢isly v pevné omezeném roz-
sahu a pointery, které slouzi k odkazovani na data uloZend v paméti. Pamét tohoto
modelu je slozend z pevného poCtu registrii na c¢isla a na pointery a z neomeze-
ného poctu krabicek. Kazda krabicka ma pevny pocet polozek na ¢isla a pointery.
Na krabicku se 1ze odkazat pouze pointerem.

Aritmetika v tomto modelu (az na trividlni pfipady) nefunguje v konstantnim
Case, datové struktury popsatelné pomoci pointert (seznamy, stromy . . . ) funguji pfi-
mocafe, ovSem pole musime reprezentovat stromem, takze indexovani stoji ©(logn).

Random Access Machine (RAM) [2] je rodinka modeli, které maji spolecné to,
Ze pracuji vyhradné s (pfirozenymi) ¢isly a uklddaji je do paméti indexované opét
¢isly. Instrukce v programu (podobné assembleru) pracuji s operandy, které jsou bud
konstanty nebo buitky paméti adresované pfimo (éislem buiiky), pfipadné nepfimo
(index je uloZen v néjaké buiice adresované ptimo). Je vidét, Ze tento model je alespor
tak silny jako PM, protoze odkazy pomoci pointert lze vzdy nahradit indexovanim.

Pokud ovsem povolime pocitat s libovolné velkymi ¢isly v konstantnim case,
dostaneme velice silny paralelni pocita¢, na némz spocitdme témér vse v konstant-
nim ¢ase (modulo kédovani vstupu). Proto musime model néjak omezit, aby byl
realisticky, a to lze udélat vice zptsoby:

® Zavést logaritmickou cenu instrukci — operace trva tak dlouho, kolik je
pocet bitl ¢isel, s nimiz pracuje, a to véetné adres v paméti. Elegantné
odstrani absurdity, ale je dost tézké odhadovat casové slozitosti; u vét-
$iny normaélnich algoritmt nakonec po dlouhém pocitani vyjde, ze maji
slozitost ©(logn)-krat vétsi nez v neomezeném RAMu.

o Omezit velikost ¢isel na néjaky pevny pocet biti (budeme mu fikat §irka
slova a znacit w) a operace ponechat v ¢ase O(1). Abychom mohli alespoii
adresovat vstup, musi byt w > log N, kde N je celkova velikost vstupu.
Jelikoz aritmetiku s O(1)-nasobnou pfesnosti lze simulovat s konstantnim
zpomalenim, mizeme predpokladat, Zze w = Q(log N), tedy Ze lze pfimo
pracovat s Cisly polynomialné velkymi vzhledem k N. Jesté bychom si
méli ujasnit, jakou mnozinu operaci povolime:

o Word-RAM — ,céckové“ operace: +, —, x, /, mod (aritmeti-
ka); <<, >> (bitové posuvy); A, V, @, = (bitovy and, or, xor

1 2014-01-23



a negace).

o AC°-RAM - libovolné funkce vy¢islitelné hradlovou siti po-
lynomialni velikosti a konstantni hloubky s hradly o libovol-
né mnoha vstupech.t) To je teoreticky &istsi, pat¥i sem vse
z ptredchozi skupiny mimo nasobeni, déleni a modula, a také
spousta dalsich operaci.

® Kombinace predchoziho — tj. pouze operace Word-RAMu, kte-
ré jsou v ACP.

Ve zbytku této kapitoly ukdzeme, Ze na RAMu lze pocitat mnohé véci efektiv-
néji nez na PM. Zamérime se na Word-RAM, ale podobné konstrukce jdou provést
i na AC°-RAMu. (Kombinace obou omezeni vede ke slabsimu modelu.)

Van Emde-Boas Trees

Van Emde-Boas Trees neboli VEBT [6] jsou RAMova struktura, kterd si pa-
matuje mnozinu prvki X z né&jakého omezeného universa X C {0,...,U — 1}, a
umi s ni provadét ,stromové operace® (vkladdni, mazani, nalezeni naslednika apod.)
v ¢ase O(loglog U). Pomoci takové struktury pak napiiklad dokazeme:

pomoci VEBT  nejlepsi znamé pro celé ¢isla
tFidéni O(nlogloglU)  O(nloglogn) [3]
MST O(mloglogU) O(m) [viz ptisti kapitola]
Dijkstra  O(mlogloglU) O(m + nloglogn) [5], neorientované O(m) [4]

My se pridrzime ekvivalentni, ale jednodussi definice podle Erika Demaine [2].
Definice: VEBT(U) pro universum velikosti U (BUNO U = 2% = 22£) obsahuje:

® min, max reprezentované mnoziny (mohou byt i nedefinovand, pokud je
mnozina moc mald),

e prihrddky P, ..., P s obsahujici zbyvajici hodnoty.? Hodnota = padne
do PLx/WJ‘ Kazd4 ptihradka je ulozena jako VEBT(v/U), ktery obsahuje
piislusna ¢sla mod vU. [Bity kazdého ¢isla jsme tedy rozdélili na vyssich
k/2, které indexuji pfihradku, a nizsich k/2 uvniti prihradky.]

e Navic jesté ,sumdrni® VEBT(v/U) obsahujici ¢isla neprazdnych p¥ihra-
dek.

(U Pro zvidavé: AC* je tiida vSech funkci spoéitetelnjch polynomidlné velkou
hradlovou siti hloubky O(logk n) s libovolné-vstupovymi hradly a NC* totéz s ome-
zenim na hradla se dvéma vstupy. Viimnéte si, ze NC® C AC® C NC! C AC! C
NC?C....

(2) Alespoti jedno z min, maz musi byt uloZeno zvlast, aby strom obsahujici pouze
jednu hodnotu nemél zadné podstromy. My jsme pro eleganci struktury zvolili ulozit
zv1ast oboji.
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Operace se strukturou budeme provadét nasledovné. Budeme si pfitom predstavovat,
ze v prihradkach jsou uloZena primo ¢isla reprezentované mnoziny, nikoliv jen ¢asti
jejich bitd — z ¢isla prihradky a hodnoty uvnitt pfihradky ostatné dokazeme celou
hodnotu rekonstruovat a naopak hodnotu kdykoliv rozlozit na tyto ¢asti.
FindMin — minimum nalezneme v kofeni v ¢ase O(1).
Find(x) — pfimocafe rekurzi pres prihradky v case O(k).
Insert(x):

1. Ogetfime trividlni stromy (prazdny a jednoprvkovy)

2. Je-li tfeba, prohodime = s min, maz.

3. Prvek z padne do ptihrddky P;, kterd je bud:

4. prazdnéd = Insert hodnoty ¢ do sumarniho stromu a zalozeni tri-
vialniho stromu pro ptfihradku; nebo
5. neprazdna = prevedeme na Insert v podstromu.

V kazdém piipadé bud rovnou skonéime nebo pfevedeme na Insert v jednom
stromu niz§iho fddu a k tomu vykondme konstantni praci. Celkem tedy O(k).

Delete(x) — smazani prvku bude opét pracovat v ¢ase O(k).

1. Ogetfime trividlni stromy (jednoprvkovy a dvouprvkovy).

2. Pokud mazeme min (analogicky maz), nahradime ho minimem z prvni
neprazdné prihradky (tu najdeme podle sumarniho stromu v konstant-
nim ¢ase) a prevedeme na Delete v této pFihradce.

3. Prvek z padne do ptihrddky P;, kterd je bud:

4. jednoprvkova = zruseni prihradky a Delete ze sumarniho stromu;
nebo
5. vétsi = Delete ve stromu pfihradky.

Suce(x) — nejmensi prvek vétsi nez x, opét v case O(k):

1. Trivialni pripady: pokud x < min, vratime min; pokud = > maz,
vratime, Ze naslednik neexistuje.
2. Prvek z padne do pfihradky P; a budto:

3. P, je prazdnéd nebo z = maz(P;) = pomoci Succ v sumarnim
stromu najdeme nejblizsi dalsi neprdzdnou piihrddku P;:

4. existuje-li = vratime min(P;),

5. neexistuje-li = vratime maz.

6. nebo x < maz(P;) = prevedeme na Succ v P;.

SloZitosti operaci jsou p€kné, ale nesmime zapomenout, Ze strukturu je na po-
¢atku nutné inicializovat, coz trva Q(v/U).3 Z nasledujicich tvah oviem vyplyne,
7e si inicializaci mizeme odpustit.

(3) Svadi to k ndpadu ponechat prihradky neinicializované a nejdiive se vzdy zeptat
sumarniho stromu, ale tim bychom si pokazili ¢asovou slozitost.
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Modely inicializace

Jak miuze byt definovan obsah paméti na pocatku vypoctu:

,PFi odchodu zhasni“: Zavedeme, ze paméf RAMu je na pocatku inicializovina
nulami a program ji po sobé musi uklidit (to je nutné, aby programy slo iterovat).
To u VEBT neni problém zafidit.

Neinicializovano: Na zadné konkrétni hodnoty se nemtzeme spolehnout, ale je defi-
novano, ze neinicializovanou bunku muizeme precist a dostaneme néjakou korektni,
i kdyz libovolnou, hodnotu. Tehdy ndm pomuze:

Véta: Bud P program pro Word-RAM s nulami inicializovanou paméti, bézici v case
T(n). Pak existuje program P’ pro Word-RAM s neinicializovanou paméti pocitajici
totéz v éase O(T(n)).

Diikaz: Béhem vypoctu si budeme pamatovat, do kterych paméfovych bundék uz
bylo néco zapsano, a které tedy maji definovanou hodnotu. Proklddané ulozime do
paméti dvé pole: M, coz bude pamét piivodniho stroje, a L — seznam ¢isel bunék
v M, do kterych uz program zapsal. Pfitom L[0] bude udavat délku seznamu L.

Program nyni zaéne tim, Ze vynuluje L[0] a bude simulovat ptvodni program,
pricemz kdykoliv ten bude chtit precist néjakou bunku z M, podivame se do L, zda
uz je inicializovand, a pfipadné vratime nulu a bunku pfipiSeme do L.

To je funkeni, ale pomalé. Redukci tedy vylepsime tak, Ze zalozime dalsi pro-
lozené pole R, jehoz hodnota R[i] bude fikat, kde v L se vyskytuje ¢islo i-té buiiky,
nebo bude neinicializovana, pokud takové misto dosud neexistuje.

Pred ¢tenim Mi] se ted podivame na R[i] a ovéfime, zda R[i] nelezi mimo
seznam L a zda je L[R[i]] = 4. Tim v konstantnim Case zjistime, jestli je MT[i] jiz
inicializovand, a jsme také schopni tuto informaci v témze case udrzovat. V)
»Minové pole“: Neinicializované buiiky neni ani dovoleno ¢ist. V tomto pf¥ipadé
nejsme schopni deterministické redukce, ale alespon muzeme pouzit randomizova-
nou — ukladat si obsah paméti do hashovaci tabulky, coz pii pouziti universalniho
hashovani da slozitost O(1) na operaci v priumérném piipadsé.

Technické triky

VEBT nedosahuji zdaleka nejlepsich moznych parametrii — lze sestrojit i struk-
tury pracujici v konstantnim case. To v nasledujici kapitole také udélame, ale nejdiive
v této ponékud technické stati vybudujeme repertoar zakladnich operaci proveditel-
nych na Word-RAMu v konstantnim case.

Rozcvicka: nejpraveéjsi jednicka ve dvojkovém éisle (hodnota, nikoliv pozice):
z=01---011000000
r—1=01---010111111

z A (z—1)=01---010000000
2@ (z A (z—1)) = 00- - 001000000

Nyni ukdzeme, jak RAM pouzivat jako vektorovy pocitac, ktery umi paralelné po-
Citat se vSemi prvky vektoru, pokud se daji zakédovat do jediného slova. Libovolny
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n-slozkovy vektor, jehoz slozky jsou b-bitova éisla (n(b+ 1) < w), zakédujeme po-
skladanim jednotlivych slozek vektoru za sebe, prolozené nulovymi bity:

0z,_10x,_o- - -0x10xg
S vektory budeme provadét néasledujici operace: (latinkou znacime vektory, alfabetou
¢isla, 0 a 1 jsou jednotlivé bity, (...)* je k-nasobné opakovani binarniho zépisu)
® Replicate(a)) — vytvori vektor (a, o, ..., @):
ax* (0°1)"
o Sum(x) — se¢te véechny slozky vektoru (pfedpokladéme, Ze se soucet vejde
do b bith):
a) vymodulenim ¢islem 1°+1 (protoze 10°+! mod 1°+! = 1), &
b) nasobenim vhodnou konstantou:

Tp—1 - x2 Tl Zo
* 01 ... 0°1 0°1 o0%1
Tp—1 - T2 T Zo
Tpn—1 Tpn—2 - X1 Zo
Tpn—-1 Tpn—2 Tp—-3 - Zo
Tp—1 - X2 r1 Zo
Tn—1 - T2 T1 Sn S3 52 S1

Zde je vysledkem dokonce vektor vsech ¢astecnych soucti:
k—1 n—1
Sk = 2i—0 Tir Tk = Djp, Ti-
e Cmp(z,y) — paralelni porovnani dvou vektort: i-ta slozka vysledku je 1,
pokud z; < y;, jinak 0.

1xn_11xn_2 - 1 T 1 Zo
—0y,—10yp—2 -+ 0 y1 0 o

Ve vektoru x nahradime proklddaci nuly jednickami a odecteme vektor y.
Ve vysledku se tyto jednicky zméni na nuly pravé u téch slozek, kde z; <
y;. Pak je jiz staci posunout na spravné misto a okolni bity vynulovat a
znegovat.

® Rank(a,x) — spocitd, kolik slozek vektoru = je mensich nez a:

Rank(a, ) = Sum(Cmp(Replicate(a), z)).

e Insert(c, x) — zat¥idi hodnotu « do setfidéného vektoru x:
Zde stac¢i pomoci operace Rank zjistit, na jaké misto novou hodnotu za-
t¥idit, a pak to pomoci bitovych operaci provést (,rozSoupnout” existujici
hodnoty).
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e Unpack(a) — vytvoii vektor, jehoz slozky jsou bity zadaného ¢isla (jinymi
slovy prolozi bity bloky b nul).
Nejdrive ¢islo « replikujeme, pak andujeme vhodnou bitovou maskou, aby
v i-té slozce zistal pouze i-ty bit a ostatni se vynulovaly, a pak provedeme
Cmp s vektorem samych nul.

® Unpack ,(a) — podobné jako piedchozi operace, ale bity jesté prohdzi podle
néjaké pevné funkce :
Stagi zvolit bitovou masku, kterd v i-té slozce ponechd pravé ¢(i)-ty bit.

® Pack(z) — dostane vektor nul a jednicek a vytvoii ¢islo, jehoZ bity jsou
pravé slozky vektoru (jinymi slovy Skrtne nuly mezi bity):
Predstavime si, Ze slozky ¢isla jsou o jeden bit kratsi a provedeme Sum.
Napriklad pron =4 a b = 4:

|0 00 0250 000250 00 0z,/0 00 0
|0 0002300 0[/02,0 0/0 0z, 0[0 0 0

Jen si musime dat pozor na to, ze vytvoreny vektor s krat$imi slozkami
neni korektné prostrkan nulami. Konstrukce Sum pomoci modula proto
nebude spravné fungovat a misto 1° vygeneruje 0°. To mtizeme bud oSetfit
zvl4st, nebo pouzit konstrukci pies nasobeni, které to nevadi.

Nyni jesté nékolik operaci s normalnimi ¢isly. Chvili predpokladejme, Ze pro b-bitova
¢isla na vstupu budeme mit k dispozici b2-bitov§ pracovni prostor, takze budeme
moci pouzivat vektory s b slozkami po b bitech.

e #1(a) — spocita jednickové bity v zadaném ¢isle.
Staci provést Unpack a nasledné Sum.

® Permute,(a) — pfehazi bity podle zadané fixni permutace.
Provedeme Unpack, a Pack zpét.

e LSB(«a) — Least Significant Bit (pozice nejnizsi jednicky):
Podobné jako v rozcvicce nejdfive vytvorime ¢islo, které obsahuje nejnizsi
jedni¢ku a vpravo od ni dalsi jednicky, a pak tyto jednicky poscitame
pomoci #1:

a®(@—1)=0---011111

e MSB(«) — Most Significant Bit (pozice nejvyssi jednicky):
Z LSB pomoci zrcadleni (operaci Permute).

Posledni dvé operace dokazeme spocitat i v linearnim prostoru, napiiklad pro MSB
takto: Rozdélime ¢islo na bloky velikosti |v/w]|. Pak pro kazdy blok zjistime, zda
v ném je asponl jedna jednicka, zavolanim Cmp(0,z). Pomoci Pack z toho dostane-
me slovo y odmocninové délky, jehoz bity indikuji neprazdné bloky. Na toto ¢islo
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zavolame predchozi kvadratické MSB a zjistime index nejvyssiho neprazdného blo-
ku. Ten pak izolujeme a druhym volanim kvadratického algoritmu najdeme nejlevéjsi
jedni¢ku uvnit¥ ngj.*
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(4 Dopoustime se drobného podviidku — vektorové operace predpokladaly prostr-
kané nuly a ty tu nemame. Mtzeme si je ale snadno poridit a bity, které jsme nulami
prepsali, prosté zpracovat zvlast.
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