6. Rychlejsi algoritmy na minimalni kostry

V této kapitole popiseme nékolik pokrocilejsich algoritmt pro problém minimal-
ni kostry. Vesmés to budou rtzné vylepseni klasickych algoritmt z minulé kapitoly.

Upravena verze Boruvkova algoritmu pro rovinné grafy

Vyjdeme z myslenky, ze mizeme po kazdém kroku ptvodniho Boriuvkova al-
goritmu vzniklé komponenty souvislosti grafu kontrahovat do jednoho vrcholu a tim
ziskat mensi graf, ktery muZeme znovu rekurzivné zmensSovat. To funguje obecné,
ale ukéZzeme, Ze pro rovinné grafy tak dosdhneme linedrni ¢asové slozitosti.
Pozorovani: Pokud F C MST(G) (kde MST(G) je minimdlni kostra grafu G), G’ je
graf vznikly z G kontrakci podél hran z F, pak kostra grafu G, kterd vznikne
z MST(G') zpétnym expandovanim kontrahovanych vrchold, je MST(G). Pokud
kontrakci vzniknou smycky, mtzeme je ihned odstranovat; pokud paralelni hrany,
ponechame z nich vzdy tu nejlehéi. To nas vede k nasledujicimu algoritmu:
Algoritmus: MST v rovinnych grafech [8]

1. Ke kazdému vrcholu najdeme nejlevnéjsi incidentni hranu — dostaneme
mnozinu hran F' C FE.
2. Graf kontrahujeme podle F' nésledovné:
3. Prohleddme do sitky graf (V, F') a pfifadime kazdému vrcholu éislo
komponenty, v niz se nachézi.

4. Precislujeme hrany v G podle ¢isel komponent.
5. Odstranime nasobné hrany:
6. Setfidime hrany lexikograficky pfihrdadkovym tfidénim (ndsobné

hrany jsou nyni pospolu).
7. Projdeme posloupnost hran a z kazdého tiseku multihran odstra-
nime vSechny az na nejlevnéjsi hranu. Také odstranime smycky.
8. Pokud stale mame netrividlni graf, opakujeme pfedchozi kroky.
9. Vratime jako MST vSechny hrany, které se v pribéhu algoritmu dostaly
do F.

Casova slozitost: Oznadme si n;, a m; poéet vrcholdt a hran na podatku i-té ite-
race. Kazdy z krokt 1-7 trvd O(m;), proto i cely cyklus algoritmu trva O(m;).
Pocet vrcholi grafu klesa s kazdym cyklem exponencidlné: n; < n/2¢. Na zacat-
ku kazdého cyklu je graf rovinny (kontrakci hrany v rovinném grafu se rovinnost
zachovdvd) a neni to multigraf, takZe pocet jeho hran je linedrni v poctu vrcholi:
m; < 3n;. Celkovou ¢asovou slozitost dostaneme jako soucet dob trvani vSech cykla:

O(2;mi) = O i) = O(n).
Minorové uzaviené tridy

Predchozi algoritmus ve skute¢nosti funguje v linedrnim case i pro obecnéjsi
tFidy grafl, nez jsou grafy rovinné. Tim spravnym universem jsou minorové uzaviené
tridy:
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Definice: Graf H je minorem grafu G (znac¢ime H < @), pokud lze H ziskat z G
mazanim vrchold ¢i hran a kontrahovdnim hran (s odstranénim smy¢ek a ndsobnych
hran).

Pozorovani: Relace < je ¢asteéné uspofaddni na tiidé vSech grafi (reflexivita a tran-
zitivita plynou pfimo z definice, pro antisymetrii si sta¢i vSimnout, Ze jak mazanim,
tak kontrakcemi klesd souéet poc¢tu vrcholl s poétem hran).

Pozorovani: Pokud je graf H podgrafem grafu G, pak je také jeho minorem. Opacéné
to neplati: naptiklad C5 je minorem libovolné delsi kruznice, ale urcité ne jejim
podgrafem.

Definice: Ttida grafi C je minorové uzaviend, pokud kdykoliv G € C a H < G, plati
také H € C.

Priklady: Tiida vSech grafti a prazdna tiida jsou jisté minorové uzaviené. Tém ¥i-
kame trivialni t¥idy. Mezi ty netrividlni patii tieba lesy, rovinné grafy, grafy na-
kreslitelné na dalsi plochy, grafy nakreslitelné do R? tak, Ze z4dné kruznice netvoii
uzel.

Definice: Pro tfidu grafii C definujeme Forb(C) jako t¥idu vSech grafii, jejichz mino-
rem neni zadny graf z C. Pro zjednoduSeni znac¢eni budeme pro konecné t¥idy psat
Forb(Gy, ..., Gk) namisto Forb({Gy, ..., Gk}).

Priklady: Forb(K>) je tfida vSech grafa, které neobsahuji zddnou hranu. Forb(Cs) je
tfida vSech lesti. Forb(Ks, K3 3) jsou vSechny rovinné grafy — to je minorova analogie
Kuratowského véty (pokud graf G obsahuje déleni grafu H, pak je H < G; opa¢né
to obecné neni pravda, ale zrovna pro dvojici K5 a K3 3 to funguje; zkuste si sami).

Lze kazdou minorové uzavienou tfidu C zapsat jako Forb(F) pro néjakou tfi-
du F zakdzanych minori? Zajisté ano, staci naptiklad zvolit F jako doplnék tiidy C.
Slavna Robertsonova-Seymourova véta [11] dokonce zarucuje existenci konecéné t¥idy
zakdzanych minort. To neni samo sebou, dokazuje se to dosti obtiZzné (a je to jedna
z nejslavnéjsich kombinatorickych vét za poslednich mnoho let), ale plyne z toho
spousta zajimavych dtsledki. My si vystacime s daleko jednodussimi prostiedky a
zéjemce o hlubsi studium minorové teorie odkdzeme na Diestelovu knihu [2].

Ve zbytku této sekce dokazeme nésledujici vétu, ktera je zobecnénim klasického
tvrzeni o hustoté rovinnych grafi na minorové uzaviené tridy:

Definice: Hustotou neprazdného grafu G nazveme o(G) = |E(G)|/|V (G)|. Hustotou
tfidy o(C) pak nazveme supremum z hustot vSech neprazdnych grafii lezicich v této
tFdé.

Véta (o hustoté minorové uzavienych t¥id): Pokud je t¥ida grafi C minorové uzavie-
n4 a netrividlni (alesponi jeden graf v ni lezi a alespoii jeden nelezi), pak ma kone¢nou
hustotu.

Dusledek: Pokud pouzivame kontrahujici Boruvkav algoritmus na grafy lezici v néja-
ké netrivialni minorové uzaviené ti¥idé, pak vsechny grafy, které algoritmus v prubéhu
vypoctu sestroji, lezi také v této tiidé, takze na odhad jejich hustoty mtizeme pouzit
predchozi vétu. Opét vyjde, Ze Casova slozitost algoritmu je linearni.
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Diikaz vety: Ukazeme nejprve, ze pro kazdou tfidu C existuje néjaké k takové, Ze
C - FOI"b(Kk).

Uz vime, ze C lze zapsat jako Forb(F) pro néjakou tfidu F. Oznaéme F graf
z F s nejmensim poctem vrcholt; pokud existuje vice takovych, vybereme libovolny.
Hledané k zvolime jako pocet vrcholt tohoto grafu.

Inkluze tvaru A C B je ekvivalentni tomu, ze kdykoliv n&jaky graf G nelezi
v B, pak nelezi ani v A. Méjme tedy néjaky graf G ¢ Forb(K}). Proto K <X G.
Ovsem trivialné plati F' < K}, a relace ,byt minorem* je tranzitivni, takze F' < G,
a proto G € C.

Vime tedy, ze C C Forb(K}). Proto musi platit o(C) < o(Forb(K})). Takze
postacuje omezit hustotu tiid s jednim zakdzanym minorem, ktery je Gplnym grafem,
a to plyne z nasledujici Maderovy véty. V)
Véta (Maderova): Pro kazdé k > 2 existuje c(k) takové, Ze kdykoliv m4 graf hustotu
alespoii ¢(k), obsahuje jako podgraf néjaké déleni grafu K.

Dukaz: Viz Diestel [2].
Jarnikuv algoritmus s Fibonacciho haldou

Pivodni Jarniktv algoritmus s haldou méa diky ni slozitost O(mlogn), to zlep-
$ime pouzitim Fibonacciho haldy H, do které si pro kazdy vrchol sousedici se zatim
vybudovanym stromem 7" uloZime nejlevnéjsi z hran vedoucich mezi timto vrcholem
a stromem T'. Tyto hrany bude halda udrzovat usporadané podle vah.

Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #2 (Fredman, Tarjan [4])

1. Za¢neme libovolnym vrcholem vy, T' < {vo}.
2. Do haldy H umistime vSechny hrany vedouci z vg.
3. Opakujeme, dokud H # 0:

4. vw < ExtractMin(H), pticemz v ¢ T,w € T.

5. T+ TU{vw}

6. Pro vSechny sousedy u vrcholu v, ktefi dosud nejsou v T', upravime
haldu:

7. Pokud jesté v H neni hrana incidentni s u, pfiddme hranu uwv.

8. Pokud uz tam néjaka takova hrana je a je-li t€zsi nez ww,

nahradime ji hranou uv a provedeme DecreaseKey.

Spravnost algoritmu p¥imo plyne ze spravnosti Jarnikova algoritmu.

Casova slozitost: Slozitost tohoto algoritmu bude O(m+nlogn), nebot vnéjsi cyklus
se provede nanejvys n-krat, za ExtractMin v ném tedy zaplatime celkem O(nlogn),
za pridavani vrcholit do H a nalézani nejlevnéjsich hran zaplatime celkem O(m)
(na kazdou hranu takto sihneme nanejvys dvakrat), za snizovani vah vrchola v hal-
dé rovnéz pouze O(m) (nanejvys m-krat provedu porovnani vah a DecreaseKey
v kroku 8 za O(1)).

vvvvvv

ha hranami (konkrétné pro grafy s m = Q(nlogn)) dava linedrni algoritmus.
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Kombinace Jarnikova a Boruvkova algoritmu
K dalsimu zlepseni dojde, kdyz pred predchozim algoritmem spustime loglog n
cyklt Boruvkova algoritmu s kontrahovanim vrchold, ¢imz graf zahustime.
Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #3 (puvod neznamy)
1. Provedeme loglogn cykli upraveného Bortivkova algoritmu s kontra-
hovanim hran popsaného vyse.
2. Pokracujeme Jarnikovym algoritmem #2.

Casova sloZitost: Slozitost prvni &asti je O(mloglogn). Pocdet vrcholi se po prvni
¢asti algoritmu snizi na n’ < n/logn a slozitost druhé ¢asti bude tedy nanejvys
O(m+n'logn’) = O(m).
Jarnikuv algoritmus s omezenim velikosti haldy

Jesté vétsiho zrychleni dosdhneme, omezime-li Jarnikovu algoritmu #2 vhodné
velikost haldy, takze nam nalezne jednotlivé podkostticky zastavené v rlistu pie-

teCenim haldy. Podle téchto podkostii¢ek graf nésledné skontrahujeme a budeme
pokracovat s mnohem mensim grafem.

Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #4 (Fredman, Tarjan [4])

1. Opakujeme, dokud méame netrividlni G (s alespoii jednou hranou):
2. t+— |V(G)|.

3. Zvolime k < 22/t (velikost haldy).
4. T « 0.
5. Opakujeme, dokud existuji vrcholy mimo T*:
6. Najdeme vrchol vg mimo T'.
7. Spustime Jarnikuv alg. #2 pro cely graf od vy. Zastavime ho,
pokud:
8. |H| > k (byla pfekrocena velikost haldy) nebo
9. H =) (dosli sousedé) nebo
10. do T jsme pridali hranu oboustranné incidentni s hra-
nami v T (pfipojili jsme novou podkostru k néjaké uz
nalezené).
11. Kontrahujeme G podle podkoster nalezenych v T'.

Pozorovani: Pokud algoritmus jesté neskondil, je kazda z nalezenych podkoster v T'
incidentni s alespori k hranami (do toho poc¢itdme i vnitfni hrany vedouci mezi
vrcholy podkostry). Jak to vypadé pro jednotliva ukonéeni:
8. |H| > k — v8echny hrany v haldé jsou incidentni s T a navzajem razné,
takze incidentnich je dost.
9. H = () — nemiize nastat, algoritmus by skondil.
10. Pfipojim se k uz existujici podkostie — jen ji zvétsim.

Casova slozitost: Diisledkem piedchoziho pozorovani je, ze pocet podkoster v jednom
prichodu je nanejvys 2m/k. Pro ¢’ a k’ v nasledujicim kroku potom plati ¢’ < 2m/k
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a k' =22m/t" > 9% Prachodt bude tedy nanejvys log* n{!, protoze prichod s k > n
bude uZ urcité posledni. Pfitom jeden vnéjsi priichod trva O(m +tlogk), coz je pro
k = 22/t rovno O(m). Celkové tedy algoritmus pobézi v ¢ase O(mlog* n).

I odhad log" n je ale piilis hruby, protoZe nezac¢indme s haldou velikosti 1,
nybrz 22/ Mizeme tedy pocet priichodi presnéji omezit funkei 8 (m,n) = min{i :
log®’ n < m/n} a &sovou slozitost odhadnout jako O(mS3(m,n)). To nam dévé
linearni algoritmus pro grafy s m > nlog(k) n pro libovolnou konstantu k, jelikoz
B(m,n) tehdy vyjde omezena konstantou.

Dalsi vysledky

e O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce de-
finovana podobné, jako je 3(m,n) obdobou log*. [1], [9]

® O(T(m,n)), kde T(m,n) je hloubka optimélniho rozhodovaciho stromu
pro nalezeni minimalni kostry v grafech s patfi¢nym poctem hran a vrcho-
1t [10]. Jelikoz kazdy deterministicky algoritmus zaloZeny na porovnavani
vah lze popsat rozhodovacim stromem, je tento algoritmus zarucené opti-
malni. Jen bohuzel nevime, jak optimalni stromy vypadaji, takze je stale
otevieno, zda lze MST nalézt v linedrnim case. Nicméné tento algoritmus
pracuje i na Pointer Machine, procez vime, ze pokud je linearni slozitosti
mozné dosahnout, neni k tomu potieba vypodetni sila RAMu.(?)

e O(m) pro grafy s celo¢iselnymi vahami (na RAMu) [3] — ukdZzeme v jedné
z nésledujicich kapitol.

e O(m), pokud uz mame hrany setiidéné podle vah: jelikoz vime, ze zalezi
jen na usporadani, mizeme vahy precislovat na 1...m a pouzit predchozi
algoritmus.

e O(m) pramérné: randomizovany algoritmus, ktery pro libovolny vstupni
graf dobéhne v o¢ekavaném linedrnim case [5].

e Na zjisténi, zda je zadand kostra minimdalni, sta¢i O(m) porovnani [7]
a dokonce lze v linedrnim ¢ase zjistit, kterd to jsou [6]. Z toho ostatné
vychézi predchozi randomizovany algoritmus.
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