5. Minimalni kostry

Tato kapitola uvede problém minimalni kostry, zakladni véty o kostrach a klasické
algoritmy na hledani minimalnich koster. Budeme se inspirovat Tarjanovym pfistu-
pem z knihy [1]. VSechny grafy v této kapitole budou neorientované multigrafy a
jejich hrany budou ohodnoceny vahami w : £ — R.

Minimalni kostry a jejich vlastnosti

Definice:

® Podgrafem budeme v této kapitole minit libovolnou podmnoZinu hran,
vrcholy vzdy ztistanou zachovany.

e Pridani a odebrdni hrany budeme znacit T+e := TU{e}, T —e := T\ {e}.

® Kostra (Spanning Tree) souvislého grafu G je libovolny jeho podgraf, kte-
ry je strom. Kostru nesouvislého grafu definujeme jako sjednoceni koster
jednotlivych komponent. [Alternativné: kostra je minimalni podgraf, ktery
mé komponenty s tymiz vrcholy jako komponenty G.]

® Viha podgrafu F' C E je w(F) = .pw(e).

e Minimalni kostra (Minimum Spanning Tree, mezi pfateli téz MST) bu-
deme tikat kazdé kostte, jejiz vaha je mezi vSemi kostrami daného grafu
minimalni.

Toto je sice standardni definice MST, ale jinak je dosti nesikovné, protoze
vyzaduje, aby bylo vahy mozné s¢itat. UkadZeme, Ze to neni potfeba.

Definice: Bud T' C G né&jakd kostra grafu G. Pak:

e Tz, y| bude znadit cestu v T, kterd spojuje = a y. (Cestou opét minime
mnozinu hran.)

® Tle] := T[z,y] pro hranu e = zy. Této cesté budeme fikat cesta pokrytd
hranou e.

e Hrana e € E \ T je lehkd vzhledem kT = e’ € Tle] : w(e) < w(e').
Ostatnim hrandm nelezicim v kostie budeme fikat tézke.

Véta: Kostra T' je minimalni < neexistuje hrana lehké vzhledem k 7.

Tato véta ndm dava péknou alternativni definici MST, ktera misto s¢itani vah
vahy pouze porovnava, €ili ji misto Cisel staci linearni (kvazi)uspofadani na hra-
nach. Nez se dostaneme k jejimu dtikazu, prozkoumejme nejdtive, jak se d& mezi
jednotlivymi kostrami prechazet.

Definice: Pro kostru 7' a hrany e, e’ zavedme swap(T,e,e’) :=T —e + €.

Pozorovani: Pokud €' ¢ T a e € T[¢'], je swap(T, e, ') opét kostra. Staci si uvédomit,
Ze pfidanim e’ do T vznikne kruznice (konkrétné T'[e'] + ¢’) a vynechanim libovolné
hrany z této kruznice ziskdme opét kostru.
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Jeden krok dikazu swapovaciho lemmatu

Lemma o swapovani: Mame-li libovolné kostry T a T’, pak lze z T' dostat T” koned-
nym poctem operaci swap.

Diikaz: Pokud T' # T’, musi existovat hrana ¢’ € T\ T, protoze |T| = |T’|. KruZnice
T[e'] + ¢ nemlze byt celd obsazena v T’, takze existuje hrana e € T[e¢/] \ T” a
T := swap(T, e, ¢') je kostra, pro kterou |T AT’| = |T AT’| — 2. Po koneéném poctu
t&chto krokt tedy musime dojit k 7". Q@
Monoténni lemma o swapovani: Je-li T kostra, k niz neexistuji zadné lehké hrany,
a T’ libovolna kostra, pak lze od T k T’ prejit posloupnosti swapti, pfi které vaha
kostry neklesa.

Diikaz: Podobné jako u pfedchoziho lemmatu budeme postupovat indukeci podle
|T AT'|. Pokud zvolime libovolné hranu ¢’ € T\ T a k ni e € T[e/] \ 7", musi
T := swap(T, e, ') byt kostra blizsi k T" a w(T) > w(T), jelikoz ¢’ nemtize byt lehké
vzhledem k T, takZze specialné w(e’) > w(e).

Aby mohla indukce pokracovat, potiebujeme jesté dokdzat, Zze ani k nové kostie
neexistuji lehké hrany v 7"\ T. K tomu nadm pomize zvolit si ze viech moznych
hran e’ tu s nejmensi vahou. Uvazme nyni hranu f € 77\ T. Cesta T[f] pokryta
touto hranou v nové kostie je budto ptivodni T'[f] (to pokud e ¢ T[f]) nebo T[f] A C,
kde C je kruznice T'[e'] + ¢’. Prvni pfipad je trividlni, ve druhém si sta¢i uvédomit,
ze w(f) > w(e') a ostatni hrany na C jsou lehéi nez ¢’ V)
Dukaz véty:

® 7 lehka hrana = T neni minimalni.
Necht Je lehkd. Najdeme e’ € Tle] : w(e) < w(e’) (ta musi existovat
z definice lehké hrany). Kostra T" := swap(T, e, ¢’) je lehéi nez T.

e K T neexistuje lehk& hrana = T je minimalni.
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Uvazme néjakou minimalni kostru 7,,;, a pouzijme monoténni swapova-
ci lemma na T a Tpipn. Z 1éj plyne w(T) < w(Thmin), a tedy w(T) =

Véta: Jsou-li vSechny vahy hran navzdjem rtzné, je MST urdena jednoznacné.

Diikaz: Mame-li dvé MST T} a Ts, neobsahuji podle pfedchozi véty lehké hrany, takze
podle monoténniho lemmatu mezi nimi lze preswapovat bez poklesu vahy. Pokud
jsou ale vahy rtzné, musi kazdé swapnuti ostfe zvysit vahu, a proto k zadnému
nemohlo dojit. Q
Poznamka: Casto se nam bude hodit, aby kostra, kterou hleddme, byla uréena jed-
noznacné. Tehdy mazeme vyuzit predchozi véty a vahy zménit o vhodné epsilony,
respektive kvaziusporadani rozsifit na lineadrni usporadani.

Cervenomodry meta-algoritmus
Vsechny tradi¢ni algoritmy na hledani MST lze popsat jako specidlni pfipady

nasledujiciho meta-algoritmu. Rozeberme si tedy rovnou ten. Formulujeme ho pro
pripad, kdy jsou vSechny vahy hran navzajem rtzné.

Meta-algoritmus:

1. Na pocatku jsou vSechny hrany bezbarvé.
2. Dokud to lze, pouzijeme jedno z nasledujicich pravidel:

3. Modré pravidlo: Vyber fez takovy, ze jeho nejleh¢i hrana neni
modr4, a obarvi ji na modro.
4. Cervené pravidlo: Vyber cyklus takovy, Ze jeho nejtézsi hrana neni

¢ervena, a obarvi ji na Cerveno.

Véta: Pro Cervenomodry meta-algoritmus spustény na libovolném grafu s hranami
linedarné usporadanymi podle vah plati:
1. Vzdy se zastavi.

2. Po zastaveni jsou vSechny hrany obarvené.
3. Modfe obarvené hrany tvoii minimalni kostru.

Diikaz: Nejdiive si dokdzeme nékolik lemmat. Jelikoz hrany maji navzajem rtzné
vahy, mizeme pfedpokladat, ze algoritmus ma sestrojit jednu konkrétni minimalni
kostru T -

Modré lemma: Je-1i libovolna hrana e algoritmem kdykoliv obarvena na modro, pak
e € Thin-

Diikaz: Sporem: Hrana e byla omodfena jako nejleh¢i hrana néjakého fezu C'. Pokud
e & Tpin, musi cesta Tp,in[e] obsahovat néjakou jinou hranu e’ fezu C. JenzZe e’
je t8z8i nez e, takze operaci swap(Tinin, €', €) ziskdme jesté lehéi kostru, coZ neni
mozné. V)

(1) Za touto podminkou nehledejte z4dn4 kouzla, je tu pouze proto, aby se algorit-
mus nemohl zacyklit neustalym provadénim pravidel, ktera nic nezméni.
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Situace v diikazu Modrého a Cerveného lemmatu

Cervené lemma: Je-li libovolna hrana e algoritmem kdykoliv obarvena na &erveno,
pak e & Tin.

Diikaz: Opét sporem: Predpokladejme, Ze e byla obarvena cervené jako nejtézsi
na néjaké kruznici C a ze e € Typin. Odebranim e se ndm 7,;, rozpadne na dvé
komponenty T, a T;,. Nékteré vrcholy kruznice pfipadnou do komponenty 7, ostatni
do T),. Na C' ale musi existovat néjaka hrana e’ # e, jejiz krajni vrcholy lezi v riznych
komponentéch, a jelikoz hrana e byla na kruznici nejtézsi, je w(e’) < w(e). Pomoci
swap(Tinin, e,€') proto ziskdme leh¢i kostru, a to je spor. V)
Bezbarvé lemma: Pokud existuje néjakd neobarvené hrana, lze jesté pouzit nékteré
z pravidel.

Diikaz: Necht existuje hrana e = xy, ktera je stale bezbarva. Oznacime si M mnoZzinu
vrchold, do nichz se lze z x dostat po modrych hrandch. Nyni mohou nastat dvé
moznosti:

® y € M (tj. existuje modré cesta z x do y): Modra cesta je v minimdlni
kostte a k minimélni kostie neexistuji zadné lehké hrany, takze hrana e je
nejdrazsi na cyklu tvofeném modrou cestou a touto hranou a mohu na ni
pouzit éervené pravidlo.

Be.

Situace v dukazu Bezbarvého lemmatu

e y ¢ M: Tehdy fez 6(M) neobsahuje zaddné modré hrany, takze na tento
fez mizeme pouzit modré pravidlo. Q

Dikaz véty:

® Zastavi se: Z Cerveného a modrého lemmatu plyne, Ze zadnou hranu nikdy
neptrebarvime. Kazdym krokem pfibude alespon jedna obarvena hrana,
takze se algoritmus po nejvyse m krocich zastavi.
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® Obarvi vse: Pokud existuje alesponn jedna neobarvena hrana, pak podle
bezbarvého lemmatu algoritmus pokracuje.

® Najde modrou MST: Podle ¢erveného a modrého lemmatu lezi v T,
pravé modré hrany. V)

Poznamka: Cervené a modré pravidlo jsou v jistém smyslu dudlni. Pro rovinné grafy
je na sebe pfevede obyéejna rovinnd dualita (stac¢i si uvédomit, Zze kostra dudlniho
grafu je komplement dualu kostry primarniho grafu), obecnéji je to dualita mezi
matroidy, kterd prohazuje fezy a cykly.

Klasické algoritmy na hledani MST
Kruskalav neboli Hladovy: (%

1. Setfidime hrany podle vah vzestupné.
2. Za¢neme s prazdnou kostrou (kazdy vrchol je v samostatné kompo-
nenté souvislosti).
3. Bereme hrany ve vzestupném poradi.
4. Pro kazdou hranu e se podivame, zda spojuje dvé rizné kompo-
nenty — pokud ano, pfidame ji do kostry, jinak ji zahodime.

Cervenomodry pohled: péstujeme modry les. Pokud hrana spojuje dva stromec-
ky, je urc¢ité minimalni v fezu mezi jednim ze stromecki a zbytkem grafu (ostatni
hrany téhoZ fezu jsme je§té nezpracovali). Pokud nespojuje, je maximalni na néjakém
cyklu tvofeném touto hranou a néjakymi diive pfidanymi.

Potfebujeme ¢as O(m log n) na setfidéni hran a déle datovou strukturu pro udr-
Zovani komponent souvislosti (Union-Find Problem), se kterou provedeme m operaci
Find a n operaci Union. Nejlepsi znamé implementace této struktury dava slozitost
obou operaci O(a(n)) amortizované, kde « je inverzni Ackermannova funkce. Cel-
kové tedy hladovy algoritmus dobéhne v ¢ase O(mlogn + ma(n)).

Boruvkuv:

Opét si budeme péstovat modry les, avsak tentokrat jej budeme rozsifovat
ve fazich. V jedné fazi nalezneme ke kazdému stromecku nejlevnéjsi incidentni hranu
a vSechny tyto nalezené hrany nardz pfidame (aplikujeme nékolik modrych pravidel
najednou). Pokud jsou v8echny vahy rtizné, cyklus tim nevznikne.

Pocet stromeckt klesa exponencialné = fazi je celkem log n. Pokud kazdou fazi
implementujeme linedrnim prichodem celého grafu, dostaneme slozitost O(mlogn).
Mimo to lze kazdou fazi vytecné paralelizovat.

Jarnikav:

Jarnikiv algoritmus je podobny Bortivkovi, ale s tim rozdilem, Ze nenechame
rust cely les, ale jen jeden modry strom. V kazdém okamziku nalezneme nejlevnéjsi
hranu vedouci mezi stromem a zbytkem grafu a pfidame ji ke stromu (modré pravi-
dlo); hrany vedouci uvnitf stromu prubézné zahazujeme (Gervené pravidlo). Kroky

(2) Mozna hladovy s malym ‘h’, ale tento algoritmus je pradédeckem vSech ostatnich
hladovych algoritmt, tak mu tu ¢est prejme.
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opakujeme, dokud se strom nerozroste pres vSechny vrcholy. Pfi Sikovné implemen-
taci pomoci haldy dosdhneme asové slozitosti O(mlogn), v pristi kapitole ukdzeme
implementaci jesté Sikovnéjsi.

Cvi€eni: Naleznéte jednoduchy algoritmus pro vypocéet MST v grafech ohodnocenych
vahami {1, ...k} se slozitost{ O(mk) nebo dokonce O(m + nk).
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