4. Gomory-Hu Trees

Cilem této kapitoly je popsat datovou strukturu, ktera velice kompaktné po-
pisuje minimalni st-fezy pro vSechny dvojice vrchold s,t v daném neorientovaném
grafu. Tuto strukturu poprvé popsali Gomory a Hu v ¢lanku [1].

Zatim umime nalézt minimélni st-fez pro zadanou dvojici vrcholi v neorien-
tovaném grafu v ¢ase 7 = O(n?/3>m) pro jednotkové kapacity, O(n?m) pro obecné.
Nalézt minimélni st-fez pro kazdou dvojici vrcholtt bychom tedy dokazali v case
O(n?%7). Tento vysledek budeme chtit zlepsit.

Znageni: Méme-li graf (V,E) a U C V, §(U) znaéi hrany vedouci mezi U a U,
formélné tedy 6(U) = EN((U x U)U (U x U)). Kapacitu Fezu §(W) budeme znacit
d(W) a r(s,t) bude kapacita nejmensiho st-fezu.

Pozorovani: Minimalni fez rozdéluje graf jen na dvé komponenty (vSimnéte si, Ze pro
separatory nic takového neplati) a kazdy minimdlni fez je tim paddem vzdy mozné
zapsat jako §(W) pro néjakou mnozinu W C V.

Gomory-Hu Tree

Definice: Gomory-Hu Tree (dale jen GHT) pro neorientovany nezdporné ohodnoceny
graf G = (V,E) je strom T = (V, F) takovy, Ze pro kaZdou hranu st € F plati:
Oznacime-li K; a Ky komponenty lesa T \ st, je 6(K1) = §(K2) minimalni st-fez.
[Pozor, F' nemusi byt podmnozina pivodnich hran E.]

Dalsi znaceni: Pro e € F' budeme fezem d(e) oznacovat fez (K1) = §(K2) a r(e)
bude jeho kapacita.

K ¢emu takovy GHT je (existuje-1i)? To ndm povi nésledujici véta:

Véta (o vyuziti GHT): Bud T libovolny GHT pro graf G a méjme dva vrcholy s a ¢.
Dale necht P je cesta v T mezi vrcholy s a t a e je hrana na cesté P s minimalnim
r(e). Pak d(e) je minimalni st-fez v G.

Diikaz: Nejprve si dokdzeme jedno drobné lemmatko:

Lemmatko: Pro kazdou trojici vrcholu x, y, z plati, ze:
r(x,z) = min(r(z,y),r(y, 2)).

Diikaz: Bud W minimdlni zz-fez.

Vrchol y musi byt v jedné z komponent, Pokud je v komponenté s x, pak
r(y,z) < d(W), protoze §(W) je také yz-fez. Pokud v té druhé, analogicky
plati r(z,y) < d(W). )
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Zpét k dikazu véty: Chceme dokézat, Ze d(e) je minimalni st-fez. To, Ze je to néjaky
ez, plyne z definice GHT. Minimalitu dokazeme indukci podle délky cesty P:

e | P| = 1: Hrana e je v tomto piipadé pfimo st, takze i minimalita plyne
z definice GHT.

e | P| > 1: Cesta P spojuje vrcholy s a t, jeji prvni hranu ozna¢me sz. NaSe
pravé dokdzané lemmatko ¥ik4, ze r(s,t) > min(r(s,x),r(z,t)). Urcité je
pravda, Ze r(s,x) > r(e), protoZe e byla hrana cesty P s nejmensim r(e).
To, ze r(x,t) > r(e), plyne z indukéniho pfedpokladu, protoze cesta mezi x
a t je kratsi neZ cesta P. Dostavame tak, Ze r(s,t) > min(r(s, x), r(z,t)) >

r(e). V)

Pokud dokazeme GHT sestrojit, nalézt minimalni st-fez pro libovolnou dvojici
vrcholti dokazeme stejné rychle jako nalézt hranu s nejmensi kapacitou na cesté
mezi s a t v GHT. K tomu mtzeme pouzit napriklad Sleator-Tarjanovy stromy,
které tuto operaci dokdzou provést v amortizovaném c¢ase O(logn), nebo miizeme
vyuzit toho, Ze madme spoustu ¢asu na predvypocet, a minimalni hrany si pro kazdou
dvojici prosté prichystat predem. Také lze vymyslet redukci na problém nalezeni
spole¢ného predchiidce vrcholi ve stromé (nebude to GHT) a pouzit jedno z FeSeni
tohoto problému.

Konstrukce GHT

Nyni se nau¢ime GHT konstruovat, ¢imz také rozptylime obavy o jejich exis-
tenci. Nejprve vSak budeme potfebovat jedno uzitecné lemma s hnusné technickym
dikazem:

Hnusné technické lemma (HTL): Budtez s,t vrcholy grafu (V, E), §(U) minimalni
st-fez a u # v dva rizné vrcholy z U. Pak existuje mnozina vrcholia W C U takova,
ze 6(W) je miniméln{ uv-fez. (1

U VA\U

G e

Diikaz: Necht je §(X) minimélni uv-fez. BUNO muzeme piedpokladat, 7e s € U
ategdU,ue Xavé X as e X. Pokud by tomu tak nebylo, mizeme vrcholy
preznacit nebo nékterou z mnozin nahradit jejim doplinkem.

(1) To dtlezité a netrivialni je, ze celd W lezi v U.
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Nyni mohou nastat néasledujici dva pripady:

t ¢ X. Tehdy si vSimneme, Ze plati:

AU UX) > d(O), ORI te
dUNX)+dUUX) <dU)+d(X) (2 I
Prvni nerovnost plyne z toho, ze §(UUX)
je néjaky st-fez, zatimco §(U) je minimal-
ni st-fez. Druhou dokéZeme rozborem pii-
padi.
MnoZinu vrcholt si disjunktné rozdélime na X \U, XNU, U\ X a ostatni.
Kazdy z fezii vystupujicich v nerovnosti (2) mizeme zapsat jako sjedno-
ceni hran mezi nékterymi z téchto skupin vrcholi. Vytvofime tedy ta-
bulku hran mezi ¢tyfmi oznacenymi skupinami vrchol a kazdému fezu
z (2) oznacime jemu odpovidajici hrany. Protoze je graf neorientovany,
sta¢i ndm jen horni trojuhelnik tabulky. Pro pfehlednosti si oznacime
Li=6(UNX), Lo =0UUX),P, =6(U) a P, =§(X).
X\U XnU U\X ostatni

X\U — L, P, L, P

XNnU - L17P2 L15L25P15P2

U\ X — Lo, Py

ostatni —
Vidime, ze ke kazdé hrané fezu na levé strané nerovnosti mame vpravo
jeji protéjsek a navic hrany mezi U \ X a X \ U poc¢itdme jenom vpravo.
Nerovnost (2) tedy plati.
Nyni stac¢i nerovnosti (2) a (1) odedist, ¢imz ziskdme:

d(UNX) <d(X),
coz spolu s obrazkem dokazuje, ze 6(U N X) je také minimalni uv-fez.
t € X. Postupovat budeme obdobné jako
v predchozim ptipadé. Tentokrat se bu-
dou hodit tyto nerovnosti: X
d(X\U) =z d(U) 3) U
AU\ X)+d(X\U) <d(U) +d(X) (4)

Prvni plati proto, ze §(X \ U) je né&jaky
st-fez, zatimco 6(U) je minimalni st-fez,
druhou dokazeme opét dikladnym rozbo-
rem pripadu.
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Ozna¢me Ly = §(U\ X), L2 = 6(X \U),PL = 06(U) a P, = §(X) a
vytvorme tabulku:

X\U XnU U\ X ostatni

X\U — Ly,Pi Li, Ly, P, P Ly, P
XNU — Ly, Py P, P
U\ X — L., P,
ostatni —

Stejné jako v pfedchozim pfipadé nerovnost (4) plati. Odectenim (4) a (3)
ziskame:

d(U\ X) < d(X),

z ¢ehoz opét dostaneme, ze §(U \ X) je také minimalni uv-fez. V)

Nyni se konecné dostavame ke konstrukci GHT. Abychom mohli pouzivat indukci,
zavedeme si trochu obecnéjsi GHT.

Definice: Mé&jme neorientovany graf (V, E). Cdstecny Gomory-Hu Tree (alias CGHT)
pro podmnozinu vrcholi R C V je dvojice ((R, F), C), kde (R, F') je strom a mnozina
C ={C(r) | r € R} je rozklad mnoziny vrcholi V. Tento rozklad nam fika, k jakym
vrcholim CGHT mame piilepit které vrcholy ptivodniho grafu. Navic musi platit,
ze:

1. Vr : r € C(r), neboli kazdy vrchol CGHT je ptilepen sam k sobé, a

2. Vst € F: 6 (U,ex, C(r) =6 (Upex, C(r)) je minimalni st-Fez, kde K, a

K5 jsou komponenty (R, F') \ st.

Véta (o existenci CGHT): Bud (V, E) neorientovany nezdporné ohodnoceny graf.
Pro kazdou podmnozinu vrcholit R existuje CGHT.
Diikaz: Dokazeme indukci podle velikosti mnoziny R.
e |R| = 1: CGHT ma4 jediny vrcholr € Ra C(r) =V.
® |R| > 1: Najdeme dvojici vrcholl s,t € R takovou, Ze jejich minimalni
st-fez 6(W) je nejmensi mozny. Nyni vytvorime graf Gy z grafu G kontra-
hovéanim vSech vrcholti mnoziny W do jednoho vrcholu, ktery oznacéime vy,

a vytvofime graf Go z G kontrahovanim viech vrcholtt z W do jednoho
vrcholu v2.<2>

) Pro¢ to délame ,tak slozité“ a pridavame do G vrchol v1? Na prvni pohled to
preci vypada zbytecné. Problém je v tom, ze i kdyz dle HTL lezi vSechny minimalni
fezy oddelujici vrcholy z W v mnoziné vrcholi W, hrany téchto ezl celé v podgrafu
indukovaném W lezet nemusi. K témto feztim totiz patii i hrany, které maji ve W
jenom jeden konec. Proto jsme do G; pridali v; — do néj vedou vSechny zajimavé
hrany, které maji ve W jeden konec. Tim zajimavé myslime to, ze z kazdého vrcholu
w € W vede do v, nejlevnéjsi hrana, kterd z néj vedla do mnoziny V' \ W, pfipadné
zadna, pokud do této mnoziny zadna hrana nevedla.
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Gl G2

Dale vytvofime mnoziny vrcholi R = RNW a Ry, = RN W. Dle
indukéniho piedpokladu (R; i Rz jsou mensi nez R) existuje CGHT
T1 = ((R1,F1), Cl) pro R1 na Gl a T2 = ((RQ,FQ),CQ) pro R2 na GQ.
Nyni vytvotime CGHT pro pitivodni graf. Ozna¢me r; ten vrchol Ry,
pro ktery je v; € C1(r1), a obdobné ro. Oba CGHT T a T spojime
hranou 17y, takze CGHT pro G bude T = ((R1 U Ry, Fy U Fy Ury13),C).
Ttidy rozkladu C zvolime tak, ze pro r € Ry bude C(r) = C1(r) \ {v1}
a pro r € Ry bude C(r) = Ca(r) \ {vz2} [odebrali jsme vrcholy v1 a vy
z rozkladu C.

Chceme ukézat, ze tento T je opravdu CGHT. C je urcité rozklad vech
vrcholu a kazdé r € C(r) z indukéniho predpokladu, takZze podminka 1 je
splnéna. Co se tyce podminky 2, tak:

e pro hranu ry7y je §(W) urcité minimalni r;ro-fez, protoze fez
mezi s a t je souCasné i rirp-fezem a je ze vSech moznych
minimélnich fezi na R nejmensi,

® pro hranu e # riry je §(e) z indukce minimalni fez na jednom
z grafi G1, G2. Tento fez také presné odpovida fezu v grafu G,
protoze v G1 1 v G5 jsme pocitali s hranami vedoucimi do vy,
vo a protoze jsme CGHT napojili ptes vrcholy, k nimz byly vy
a vy prilepeny.

HTL nam navic fika, Ze existuje minimalni fez, ktery zZije pou-
ze v piislusném z grafi G, G2, takZe nalezeny fez je minimalni
pro cely graf G. V)

Nyni vime, ze GHT existuji, a také vime, jak by se daly konstruovat. Nicméné
nalezeni vrcholtl s, t tak, aby byl minimalni st-fez nejmensi mozny, je Casové narocné.
Proto si posledni vétu jesté o néco vylepSime.

Vylepseni véty o existenci CGHT: Na zacatku diikazu neni nutné hledat vrcholy
s a t takové, aby byl miniméalni st-fez nejmensi mozny. Staci zvolit libovolné vrcholy
s,t € R a zvolit 6(W) jako minimalni st-fez.

Diikaz: Nejprve si uvédomme, pro¢ jsme v predchozim diikazu potfebovali, aby byl
§(W) nejmensi ze viech moznych st-fezii. Bylo to jenom proto, Ze jsme jim v CGHT
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nakonec separovali vrcholy r1 a 19 a potfebovali jsme zaruku, aby byl §(W) oprav-
du minimalni r;ro-fez. Nyni musime ukazat, Zze ndmi nalezeny st-fez §(W) je také
minimalnim rqre-fezem.

Pro spor tedy predpokladejme, ze n&jaky riro-fez 6(X) ma mensi kapacitu nez
§(W). Navic vezméme ten pfipad, kdy se to stalo ,poprvé“, takze pro kazdé mensi
R je vSechno v poradku (to mtZeme, protoZe pro |R| = 1 vSechno v poradku bylo).

Protoze (W) je minimélni st-fez a 6(X) méa mensi kapacitu, §(X) nemtize
separovat s a t. Pfitom ale separuje r; a ro, takze musi separovat bud s a r1, nebo

t a ro. BUNO nechf X separuje s a 7.

Podivejme se nyni na CGHT T; (vime, Ze ten je korektn{) a naleznéme v ném
nejlevnéjsi hranu e na cesté spojujici s a r;. Tato hrana definuje fez 6(U), coz je
minimalni srq-fez, podle HTL i v celém G. Protoze 6(X) je sri-fez, je d(U) < d(X) <
d(W). Ted si staci uvédomit, ze v; € C(ry), takZze 6(U) separuje nejenom s a 71, ale
také s a v1. Tim padem ale separuje také s a t. To je spor, protoze d(U) < d(W), a
pfitom §(TW) mél byt minimAlni. V)

Ted uz dokédzeme GHT konstruovat efektivné — v kazdém kroku vybereme
dva vrcholy s a ¢, nalezneme v ¢ase O(7) minimélni st-fez a vysledné komponenty
s pfidanymi vy, vy zpracujeme rekurzivné. Celou vystavbu tedy zvladneme v Case
O(nt), ¢li O(n®/3m) pro neohodnocené grafy.
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