3. Bipartitni parovani a globalni k-souvislost

V predeslych kapitolach jsme se zabyvali aplikacemi tokd na hledani maximal-
niho parovani a miniméalniho st-fezu. Nyni si predvedeme dva algoritmy pro podobné
problémy, které se obejdou bez tokt.

Maximalni parovani v regularnim bipartitnim grafu [1]

Nejprve si nadefinujme operaci stépeni grafu, kterd zadany graf G = (V, E) se
v8emi vrcholy sudého stupné a sudym poc¢tem hran v kazdé komponenté souvislosti
rozlozi na disjunktni podgrafy Gi = (V, E1) a G = (V, E3), v nichz bude pro kazdy
vrchol v platit degg, (v) = degg,(v) = degg(v)/2. Tuto operaci miizeme snadno
provést v linearnim case tak, ze si graf rozdélime na komponenty, v kazdé nalezneme
eulerovsky tah a jeho hrany budeme pfidavat st¥idavé do G1 a do Gs.

Stépeni ndm pomiize ke snadnému algoritmu pro nalezeni maximélniho péro-
vani ve 2¢-regularnim bipartitnim grafu.(!’ Komponenty takového grafu maji uréité
sudy podet hran, takZe jej mtiZzeme rozstépit na dva 2 '-regularni grafy. Libovol-
ny jeden z nich pak opét rozstépime atd., az dostaneme 1-regularni graf, ktery je
perfektnim parovanim v G. To vSe jsme schopni stihnout v linedrnim ¢ase, jelikoz
velikosti grafti, které stépime, exponencialné klesaji. Také bychom mohli rekurzivné
zpracovavat obé Casti a tak se v ¢ase O(mlogn) dobrat ke kompletni 1-faktorizaci
zadaného grafu.(?

Pokud zadany graf nebude 2!-reguldrni, pomfizeme si tim, Ze ho novymi hra-
nami doplnime na 2!-reguldrni a pak si p¥i $tépenich budeme vybirat ten podgraf,
do kterého padlo méné novych hran, a ukazeme, ze nakonec vSechny zmizi. Abychom
graf ptilis nezvétsili, budeme se snazit misto pfidavani aplné novych hran pouze zvy-
Sovat nasobnost hran existujicich. Pro kazdou hranu e si tedy budeme pamatovat
jeji nasobnost n(e).

Stépent grafu s ndsobnostmi pak budeme provadét nasledovné: hranu e s na-
sobnosti n(e) umistime do G; i do Gz s nasobnosti |n(e)/2] a pokud bylo n(e) liché,
pfidame hranu do pomocného grafu G’. Vsimnéte si, ze G’ bude graf bez nasobnosti,
v némz maji vSechny vrcholy sudy stupen, takze na néj miazeme aplikovat ptivodni
Stépici algoritmus a G} pfifadit ke G;. To vSe zvlddneme v ¢ase O(m).

Méjme nyni k-regularni bipartitni graf. Obé jeho partity jsou stejné velké,
ozna¢me si pocet vrcholl v kazdé z nich n. Zvolme ¢ tak aby 2! > kn. Zvolme
dale parametry o := [2¢/k| a 8 := 2" mod k. Kazdé ptivodni hrané nastavime na-
sobnost « a pfiddme trividlni parovani F' (i-ty vrchol vlevo se spoji s i-tym vrcholem
vpravo) s ndsobnosti 8. Vsimnéte si, ze 5 < k, a proto hran v F' (véetné nasobnosti)
bude méné nez 2¢.

(1) Viimnéte si, ze takové parovani bude vidy perfektni (viz Hallova véta).
2) To je rozklad hran grafu na disjunktni perfektni parovani a ma ho kazdy regu-
larni bipartitni graf.
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Takto ziskdme 2'-regulérni graf, jeho reprezentace bude linedrné velki. Na
tento graf budeme aplikovat operaci $té€peni a budeme si vybirat vzdy tu polovinu,
kde bude méné hran z F. Po t iteracich dospéjeme k parovani a jelikoz se v kazdém
kroku zbavime alespon poloviny hran z F', nebude toto parovani obsahovat zadnou
takovou hranu a navic nebude obsahovat ani nasobné hrany, takZze bude podgrafem
zadaného grafu, jak potfebujeme.

Casové slozitost algoritmu je O(mlogn), jelikoz provadime inicializaci v ¢ase
O(m) a celkem log, kn = O(logn) iteraci po O(m).

Stupen souvislosti grafu

Problém zjisténi stupné hranové souvislosti grafu lze prevést na problém hle-
dani minimalniho fezu, ktery jiz pro zadanou dvojici vrchold umime fesit pomoci
Dinicova algoritmu v ¢ase O(n?/3m). Pokud chceme najit minimum ze vsech ezt
v grafu, mizeme vyzkouSet vSechny dvojice (s,t). To v8ak lze snadno zrychlit, po-
kud si uvédomime, ze jeden z vrcholu (tfeba s) muzeme zvolit pevné: vezmeme-li
libovolny ez C, pak jisté najdeme alespon jedno t, které padne do jiné komponenty
nez pevné zvolené s, takze minimalni st-fez bude nejvyse tak velky jako C. V orien-
tovaném grafu musime projit jak fezy pro s — ¢, tak i ¢ — s. Algoritmus bude mit
slozitost O(n®/3m).

U vrcholové k-souvislosti to ovSem tak snadno nepujde. Pokud by totiz fixovany
vrchol byl soucasti néjakého minimalniho separatoru, algoritmus muze selhat. Presto
ale nemusime prochazet vSechny dvojice vrcholi. Staci jako s postupné zvolit vice
vrchold, nez je velikost minimalniho separatoru. Algoritmus si tedy bude pamato-
vat, kolik vrcholi uz prosel a nejmensi zatim nalezeny st-separator, a jakmile pocet
vrcholi prekroci velikost separatoru, prohlasi separator za minimalni. To zvladne
v éase O(k(G) - n3/?m), kde k(G je nalezeny stupeii souvislosti G.

Pro minimalni fezy v neorientovanych grafech ovSem existuje nasledujici rych-
lejsi algoritmus:

Globalné minimalni ez (Nagamochi, Ibaraki [2])

Bud G neorientovany multigraf s nezdpornym ohodnocenim hran. Oznacime si:
Znaceni:

¢ r(u,v) bud kapacita minimélniho uv-fezu,

¢ d(P,Q) bud kapacita hran vedoucich mezi mnozinami P,Q C V,

¢ d(P) = d(P, P) bud kapacita hran vedoucich mezi P C V a zbytkem
grafu,

e d(v) = d({v}) bud kapacita hran vedoucich z v (tedy pro neohodnocené
grafy stupeii v),

e analogicky zavedeme d(v,w) a d(v, P).

Definice: Legdlnim uspordddnim vrcholi (LU) budeme nazjvat linedrni uspofadani
vrchold vy ... v, takové, ze plati d({vi...vi—1},v;) > d({v1...vi—1},v;) pro kazdé
1<i<j<n.
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Lemma: Je-li vy ...v, LU na G, pak r(v,—1,v,) = d(vy).
Diikaz: Bud C libovolny fez oddélujici v,—1 a v,. Dokdzeme, Ze jeho velikost je
alespoii d(vy, ). Utvofme posloupnost vrcholl u; takto:
1. Ug = V1
2. u; :=wvj tak, Ze j > 4, v; a v; jsou oddéleny fezem C' a j je minimalni
takové. [Tedy v; je nejblizsi vrchol na druhé strané fezu.]

Kazdé u;_1 je tedy bud rovno u;, pokud jsou v; a v;_; na stejné strané fe-
zu, nebo rovno v;, pokud jsou v; a v;_1 na stranach opacnych. Z toho dostavame,
ze d{v1...vi—1},ui) < d({vr...vi—1},u;—1), protoze budto u;—; = u;, a pak je
nerovnost splnéna jako rovnost, nebo je u;—1 = v; a nerovnost plyne z legalnosti
usporadani.

Chceme ukéazat, ze velikost naseho fezu C' je alespon takova, jako velikost fezu
kolem vrcholu v,. VSimneme si, ze |C| > Z?:_ll d(v;,u;). Hrany mezi v; a u; jsou
totiz navzajem ruzné a kazda z nich je soucasti fezu C. Ukazeme, Ze prava strana je
alespoii d(vy,):

n—1
Z d(Uz‘, uz) =
i=1

n—1

(]

d({vl <. Ui}; Uz) - d({Ul ce Uz’—l}ﬂh‘) >

-
Il

‘ d({vl...vi},ui)—d({vl...vi,l},ui,l) =

Il A\
QU o= 3
_

{vi...vn—1}tn—1) —d({v1...v0},u0) =
{v1...0n—1},0n) — 0 =d(vp).

V)

Dokazali jsme, ze libovolny fez separujici v,_1 a v, je alespon tak velky jako
jednoduchy fez sklddajici se jen z hran kolem v,. Kdyz tedy sestavime néjakou LU
posloupnost vrchol, budeme mit k dispozici jednoduchy minimalni fez v,—1 a vy,.
Nésledné vytvorime graf G’, v némz v, _1 a v, kontrahujeme. Rekurzivné najdeme
minimdlni fez v G’ (sestrojime nové LU atd.). Hledany minimélni fez poté budto
oddéluje vrcholy v, a v,_1, a potom je ez kolem vrcholu v,, minimélni, nebo vrcholy
VUn & U,—1 neoddéluje, a v takovém pripadé jej najdeme rekurzivné. Hledany fez je
tedy mensi z rekurzivné nalezeného fezu a fezu kolem wv,,.

Zbyva ukazat, jak konstruovat LU. Posta¢i hladové: Pamatujeme si Vv #
v1...v;—1 hodnotu d({vy...v;_1},v), oznaéme ji z,. V kazdém kroku vybereme
vrchol v s maximéalni hodnotou z,, prohlasime ho za v; a prepocitame z,.

Zde se hodi datova struktura, kterd dokéaze rychle hledat maxima a zvysSo-
vat hodnoty prvkit, naptiklad Fibonacciho halda. Ta zvladne DeleteMax v Case
O(logn) a Increase v O(1) amortizované. Celkem pak na§ algoritmus bude mit
slozitost O(n(m + nlogn)) pro obecné kapacity.

Pokud jsou kapacity mala cela ¢isla, mizeme vyuzit prihradkové struktury.
Budeme si udrzovat obousmérny seznam zatim pouzitych hodnot z,, kazdy prvek
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takového seznamu bude obsahovat vSechny vrcholy se spole¢nou hodnotou z,,. Kdyz
budeme mit seznam sefazeny, vybrani minimalniho prvku bude znamenat pouze
podivat se na prvni prvek seznamu a z néj odebrat jeden vrchol, pfipadné cely prvek
ze seznamu odstranit. Operace Increase poté bude reprezentovat pouze presunuti
vrcholu o maly pocet ptrihradek, pripadné zalozeni nové prihradky na spravném
misté. DeleteMaz proto bude mit slozitost O(1), vSechny Increase dohromady O(m),

jelikoz za kazdou hranu preskakujeme maximalné jednu prihradku, a cely algoritmus
O(mn).
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