13. Nejkratsi cesty

Problém hledéni nejkratsi cesty v (obvykle ohodnoceném orientovaném) grafu
provazi teorii grafovych algoritmt od samych pocatkt. Zakladni algoritmy pro hle-
dani cest jsou nedilnou soucasti zakladnich kursii programovani a algoritmt, my se
budeme vénovat zejména riiznym jejich vylepSenim.

Uvazujme tedy néjaky orientovany graf, jehoz kazda hrana e je opatiena délkou
{(e) € R. Mnoziné hran (t¥eba sledu nebo cesté) pak pfitadime délku rovnou soucétu
délek jednotlivych hran.

Pro vrcholy u,v definujeme jejich vzddlenost d(u,v) jako nejmensi moznou dél-
ku cesty z u do v (jelikoz cest je v grafu koneéné mnoho, minimum vzdy existuje).
Pokud z u do v Zadn4 cesta nevede, polozime d(u,v) := oo.

Obvykle se studuji nasledujici t¥i problémy:

¢ 1-1 neboli P2PSP (Point to Point Shortest Path) — chceme nalézt nejkratsi
cestu z daného vrcholu v do daného vrcholu v. (Pokud je nejkratsich cest
vice, tak libovolnou z nich.)

¢ 1-n neboli SSSP (Single Source Shortest Paths) — pro dany vrchol u chce-
me nalézt nejkratsi cesty do vSech ostatnich vrcholu.

e n-n neboli APSP (All Pairs Shortest Paths) — zajimaji nds nejkratsi cesty
mezi vSemi dvojicemi vrcholt.

Prekvapivé, tak obecné, jak jsme si uvedené problémy definovali, je neumime
feSit v polynomialnim c¢ase: pro grafy, které mohou obsahovat hrany zapornych délek
bez jakychkoliv omezeni, je totiz hleddni nejkratsi cesty NP-t&zké (1ze na néj snadno
prevést existenci hamiltonovské cesty). VSechny zndmé polynomidlni algoritmy totiz
misto nejkratsi cesty hledaji nejkratsi sled — nijak nekontroluji, zda cesta neprojde
jednim vrcholem vicekrat.

Nastésti pro nas je to v grafech bez cykli zaporné délky totéz: pokud se v na-
lezeném sledu vyskytne cyklus, mizeme jej ,vystfihnout“ a tim ziskat sled, ktery
neni delsi a ktery méa méné hran. Kazdy nejkratsi sled tak miizeme upravit na stejné
dlouhou cestu. V grafech bez zapornych cyklu je tedy jedno, zda hledame sled ne-
bo cestu; naopak vyskytne-li se zaporny cyklus dosazitelny z pocate¢niho vrcholu,
nejkratsi sled ani neexistuje.

Navic se nam bude hodit, ze kazdy prefix nejkratsi cesty je opét nejkratsi cesta.
Jinymi slovy pokud nékterd z nejkratsich cest z u do v vede pfes néjaky vrchol w,
pak jeji ¢ast z u do w je jednou z nejkratsich cest z u do w. (V opaéném piipadé
bychom mohli Gsek «...w vyménit za kratsi.)

Diky této prefizové vlastnosti muzeme pro kazdy vrchol u sestrojit jeho strom
negkratsich cest T (u). To je néjaky podgraf grafu G, ktery méa tvar stromu zakofené-
ného v u a orientovaného smérem od korene, a plati pro néj, ze pro kazdy vrchol v je
(jedina) cesta z u do v v tomto stromu jednou z nejkratsich cest z u do v v ptivodnim
grafu.
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Pozorovani: Strom nejkratsich cest vzdy existuje.

Driikaz: Necht u = vy, ..., v, jsou vSechny vrcholy grafu G. Indukci budeme dokazo-
vat, Ze pro kazdé i existuje strom 7;, v némZ se nachéazeji nejkratsi cesty z vrcholu u
do vrcholti vy, ..., v;. Pro ¢ = 1 stac¢i uvazit strom obsahujici jediny vrchol u. Ze stro-

mu 7;_; pak vyrobime strom 7; takto: Nalezneme v G nejkratsi cestu z u do v; a
ozna¢ime z posledni vrchol na této cesté, ktery se jesté vyskytuje v 7;_1. Usek nej-
kratsi cesty od z do v; pak priddme do 7;_1 a diky prefixové vlastnosti bude i cesta
z u do v; v novém stromu nejkratsi. Q

Zbyvé se dohodnout, v jakém tvaru maji naSe algoritmy vydavat vysledek.
U problémt typu 1-1 je nejjednodussi vypsat celou cestu, u 1-n mizeme jako vystup
vydat strom nejkratsich cest z daného pocatku (vSimnéte si, Zze staci uvést predchiid-
ce kazdého vrcholu), u n-n vyddme strom nejkrat$ich cest pro kazdy ze zdrojovych
vrchold.

Casto se oviem ukéZe, Ze podstatna ¢ast problému se skryva v samotném vipo-
¢tu vzdalenosti a sestrojeni predchudct je trividlnim rozsifenim algoritmu. Budeme
tedy obvykle jen pocitat vzdalenosti a samotnou rekonstrukci cest ponechame ¢te-
nari jako snadné cviceni.

Relaxaé¢ni algoritmus

Zacnéme problémem 1-n a ozna¢me u vychozi vrchol. Vétsina zndmych algo-
ritmt funguje tak, ze pro kazdy vrchol v udrzuji ohodnoceni h(v), které v kazdém
okamziku odpovida délce né€jakého sledu z u do v. Postupné toto ohodnoceni upra-
vuji, az se z néj stane vzdalenost d(u,v) a algoritmus se mize zastavit.

Vhodnou operaci pro vylepSovani ohodnoceni je takzvana relazace. Vybereme
si n&jaky vrchol v a pro vSechny jeho sousedy w spoéitame h(v) + (v, w), tedy délku
sledu, ktery vznikne rozsifenim aktudlniho sledu do v o hranu (v, w). Pokud je tato
hodnota mensi nez h(w), tak ji h(w) pFepiSeme.

Abychom zabranili opakovanym relaxacim téhoZ vrcholu, které nic nezméni,
budeme rozliSovat tii stavy vrcholt: nevidén (jeSté jsme ho nenavstivili), otevien
(zménilo se ohodnoceni, ¢asem chceme relaxovat) a uzavfen (uZ jsme relaxovali a
neni potfeba znovu).

N4&s algoritmus bude fungovat nasledovné:

1. h(x) < oo, h(u) « 0.
2. stav(*) < nevidén, stav(u) < otevien.
3. Dokud existuji oteviené vrcholy, opakujeme:
v < libovolny otevieny vrchol.
stav(v) < uzavien.
Relaxujeme v:
Pro vSechny hrany vw opakujeme:
Je-li h(w) > h(v) + (v, w):
h(w) « h(v) 4+ £(v, w).
10. stav(w) < otevien.
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2 2024-01-15



11. Vréatime vysledek d(u,v) = h(v) pro vSechna v.

Podobné jako u minimalnich koster, i zde se jednd o meta-algoritmus, proto-
ze v kroku 4 nespecifikuje, ktery z otevienych vrcholi vybird. Presto ale miZeme
dokazat nékolik zajimavych tvrzeni, kterd na konkrétnim zptisobu vybéru nezaviseji.

Véta: Spustime-li meta-algoritmus na graf bez zapornych cykla, pak:

1) Ohodnoceni h(v) vzdy odpovidé délce né&jakého sledu z u do v.

2) h(v) dokonce odpovida délce néjaké cesty z u do v.

3) Algoritmus se vzdy zastavi.

4) Po zastaveni jsou oznaleny jako uzaviené pravé ty vrcholy, které jsou
dosazitelné z u.

5) Po zastaveni maji koneéné h(v) pravé vSechny uzaviené vrcholy.

6) Pro kazdy dosazitelny vrchol je na konci h(v) rovno d(u,v).

Dukaz:

1) Dokézeme indukci podle poétu krokii algoritmu.

2) Staéi rozmyslet, v jaké situaci by vytvofeny sled mohl obsahovat cyklus.

3) Cest, a tim pddem i moznych hodnot h(v) pro kazdy v, je koneéné mnoho.

4) Implikace = je trividlni, pro < sta¢i uvazit neuzavieny vrchol, ktery je
dosazitelny z u cestou o co nejmensim poctu hran.

5) h(v) nastavujeme na koneénou hodnotu pravé v okamzicich, kdy se vrchol
stava otevienym. Kazdy otevieny vrchol je ¢asem uzavien.

6) Kdyby tomu tak nebylo, vyberme si ze ,$patnych® vrchol v takovy, pro
néjz obsahuje nejkratsi cesta z u do v nejmensi mozny pocet hran. Vrchol v
je zajisté rizny od u, takze méa na této cesté néjakého predchtdce w. Pri-
tom w uz musi byt ohodnocen spravné a relaxace, kterd mu toto ohod-
noceni nastavila, ho musela prohlasit za otevieny. Jenze kazdy otevieny
vrchol je pozdéji uzavien, takze w poté musel byt jesté alespon jednou
relaxovan, coZ muselo sniZit h(v) na spravnou vzdélenost. Q@

Dokazali jsme tedy, ze meta-algoritmus pro libovolnou implementaci kroku 4 spocita
spravné vzdalenosti.

Cviéeni:

e Nechf do algoritmu doplnime udrzovani pfedchidct tak, ze v kroku 9
prenastavime predchiidce vrcholu w na vrchol v. Dokazte, Ze piedchidci
dosazitelnych vrchold budou tvofit strom a Ze tento strom bude stromem
nejkratsich cest z vrcholu w.

® Dokazte, ze pro graf, v némz je alespon jeden zaporny cyklus dosazitelny
z pocatecniho vrcholu, se algoritmus nezastavi a ohodnoceni vsech vrcholid

na cyklu postupné klesnou libovolné hluboko. Nedosazitelné zaporné cykly
chod algoritmu samozifejmé nijak neovlivni.
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Bellmanuv-Forduv-Mooreuv algoritmus

Bellman [1], Ford [5] a Moore objevili nezévisle na sobé algoritmus (fikejme
mu BFM), ktery lze v feéi naSeho meta-algoritmu formulovat takto: Oteviené vr-
choly udrzujeme ve fronté (vzdy relaxujeme vrchol na poéatku fronty, nové otevirané
zaFazujeme na konec). Co toto pravidlo zpusobi?

Véta: Casova slozitost algoritmu BFM ¢&ini O(nm).

Driikaz: Béh algoritmu rozdélime na faze. Nultd faze sestava z vlozeni vrcholu w
do fronty. V (i+ 1)-ni fizi relaxujeme ty vrcholy, které byly do fronty uloZzeny béhem
i-té faze.

Jelikoz relaxace vrcholu trva linearné se stupném vrcholu a kazdy vrchol se dané
faze Gcastni nejvyse jednou, trva jedna faze O(m). Zbyva ukazat, Ze fazi provedeme
nejvyse n.

Indukci dokéZzeme, Ze na konci i-té faze je kazdé ohodnoceni h(v) shora omezeno
délkou nejkratsiho z wwv-sled o nejvyse ¢ hranich. Pro ¢ = 0 to trividlné plati.
Uvazujme nyni{ vrchol v na konci (i + 1)-ni faze a néjaky nejkratsi uv-sled P o i+ 1
hranach. Ozna¢me wv posledni hranu tohoto sledu a P’ sled bez této hrany, ktery
tedy mé délku i. Podle indukéniho pfedpokladu je na konci i-té faze h(w) < ¢(P’).
Tuto hodnotu ziskalo h(w) nejpozdéji v i-té fazi, pfi tom jsme vrchol w otevieli,
takze jsme ho nejpozdéji v (i + 1)-ni fazi zavieli a relaxovali. Po této relaxaci je
oviem h(v) < h(w) + L(w,v) < £(P') + £(w,v) = £(P). @
Cviceni:

e Ukazte, ze asymptoticky stejné Casové slozitosti by dosdhl algoritmus,
ktery by vrcholy ocisloval vq,...,v, a opakované by je v tomto poradi
relaxoval tak dlouho, dokud by se ohodnoceni ménila.

e Jak algoritmus upravit, aby v i-té fazi spocital minimalni délky sledt
o pravé ¢ hranach?

e Jak lze algoritmus BFM vyuzit k nalezeni zaporného cyklu?

Dijkstrav algoritmus

Pokud jsou vSechny délky hran nezaporné, muzeme pouzit efektivnéjsi pravidlo
pro vybér vrcholu navrzené Dijkstrou [3]. To tika, Ze vzdy relaxujeme ten z otevie-
nych vrchold, jehoz ohodnoceni je nejmensi.

Véta: Dijkstruv algoritmus uzavird vrcholy v poradi podle neklesajici vzdalenosti
od u a kazdy dosazitelny vrchol uzavie pravé jednou.

Diikaz: Indukci dokazeme, ze v kazdém okamziku maji vSechny uzaviené vrcholy
ohodnoceni mensi nebo rovné ohodnocenim vsech otevienych vrcholi. Na pocatku
to jisté plati. Nechf nyni uzavirdme vrchol v s minimalnim h(v) mezi otevienymi.
Béhem jeho relaxace nemftizeme zadnou hodnotu snizit pod h(v), jelikoz v grafu
s nezédpornymi hranami je h(v) +¢(v, w) > h(v). Hodnota zbyvajicich otevienych vr-
cholu tedy neklesne pod hodnotu tohoto nové uzavieného. Hodnoty dfive uzavienych
vrchold se nemohou nijak zménit. V)
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Pfimoc¢ara implementace Dijkstrova algoritmu by tedy pokazdé v ¢ase O(n)
vybrala otevieny vrchol s nejmensim ohodnocenim, v ¢ase O(n) ho relaxovala a toto
by se opakovalo nejvyse n-krat. Algoritmus by tudiz dobéhl v ¢ase O(n?), coz je pro
husté grafy zajisté optimalni. Zkusime nyni zrychlit vypocet na fidkych grafech.

Vsechny relaxace trvaji dohromady O(}°, deg(v)) = O(m), takze tzkym hr-
dlem je vybirani minima. Pouzijeme pro néj vhodnou datovou strukturu, v niz bude-
me udrzovat mnozinu vSech otevienych vrcholt spolu s jejich ohodnocenimi. Od da-
tové struktury potfebujeme, aby umeéla operace Insert (vlozeni vrcholu), ExtractMin
(nalezeni a smazani minima) a Decrease (sniZeni hodnoty vrcholu). Prvni dvé opera-
ce pritom volame nejvyse n-krat a operaci Decrease nejvyse m-krat. Cely algoritmus
tedy dobéhne v c¢ase

O(nTr(n) + nTr(n) + mTp(n)),

kde T7(n), Tr(n) a Tp(n) jsou Casové slozitosti jednotlivich operaci na struktufe
o nejvyse n prvcich (sta¢i amortizovang).

Jaké moznosti mame pro volbu struktury?

® pole — Insert a Decrease stoji konstantu, FztractMin trva O(n), celkem
tedy O(n?).

® (bindrni) halda — v8echny tii operace umime provést v ¢ase O(logn), takze
celkem O(mlogn). To je pro husté grafy horsi, pro ¥idké lepsi.

® k-requldrni halda — pokud haldu upravime tak, ze kazdy prvek bude mit az
k synt, hloubka haldy klesne na O(log, n). Operace ,vybublavajici“ prvky
smérem nahoru, coz je Insert a Decrease, se zrychli na O(log; n). Oviem
EztractMin potfebuje zkoumat vsechny syny kazdého navstiveného prvku,
takze se zpomali na O(klog, n).

Celkova slozitost tedy vyjde O(nklog;, n+ mlog; n). Oba ¢leny se vyrov-
naji pro k = m/n, &mz ziskime O(mlog,, ,, n). Clen log,, , n je piitom
O(1), kdykoliv je m > n'*¢ pro n&jaké ¢ > 0, takze pro dostatecné husté
grafy jsme ziskali linearni algoritmus.

(V&imnéte si, ze pro m ~ n? algoritmus zvoli k ~ n, takze halda degene-
ruje na jediné patro, tedy na pole, které se opravdu ukézalo byt optiméalni
volbou pro husté grafy.)

e Fibonacciho halda [6] — Insert a Decrease stoji O(1), ExtractMin mé slo-
zitost O(logn) [v8e amortizovang]. Dijkstriv algoritmus proto dobéhne
v ¢ase O(m + nlogn). To je linedrni pro grafy s hustotou Q(logn). Téze
slozitosti operaci dosahuji i jiné, méné zndmé haldy [8, 4], které mohou
byt v praxi vyrazné rychlejsi.

® Monotonni haldy — muzeme pouzit né€jakou jinou haldu, kterd vyuzi-
va toho, zZe posloupnost odebiranych prvka je neklesajici. Pro cela ¢is-
la na RAMu to mize byt napiiklad Thorupova halda [10] se slozitosti
O(loglogn) u operace ExtractMin a O(1) u ostatnich operaci. Dijkstra
tedy bézi v O(m + nloglogn).

® Datové struktury pro omezené universum — prozkoumame vzapéti.
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Cviceni:

e Najdéte priklad grafu se zdpornymi hranami (ale bez zadpornych cykld),
na kterém Dijkstrtv algoritmus selze.

¢ Rozmyslete si, Ze pokud nevyuzijeme né&jaké specidlni vlastnosti ¢isel (celo-
¢iselnost, omezeny rozsah), je mez O(m + nlogn) nejlepsi moznd, protoze
Dijkstrovym algoritmem mtizeme t¥idit n-tici ¢isel. Thorup dokonce doka-
zal [11], ze z kazdého t¥idiciho algoritmu se slozitosti O(nT'(n)) mizeme
odvodit haldu se slozitosti mazani O(T'(n)).

® Jsou-li délky hran celociselné, mtzeme se na Dijkstriv algoritmus divat
i takto: Predstavme si, ze kazdou hranu nahradime cestou tvofenou pii-
slusnym pocétem hran jednotkové délky a na vznikly neohodnoceny graf
spustime prohledavani do $itky. To samoziejmé vyda spravny vysledek,
ale pomérné pomalu, protoze bude vétSinu ¢asu travit posouvanim vlny
,2uvnitt“ ptvodnich hran. Muzeme si tedy pro kazdou ptvodni hranu na-
Fidit ,budik“, ktery nam fekne, za kolik posunuti vlny dospéjeme na jeji
konec. Dokazte, Ze tento algoritmus je ekvivalentni s Dijkstrovym.

Celociselné délky

Uvazujme nyni grafy, v nichz jsou vSechny délky hran neziporna cela d¢isla
omezena néjakou konstantou L. VSechny vzdalenosti jsou tedy omezeny cislem nL,
takze nam staci datova struktura schopné uchovévat takto omezené celé ¢isla.

Pouzijeme jednoduchou pfihradkovou strukturu: pole indexované hodnotami
od 0 do nL, jeho i-ty prvek bude obsahovat seznam vrchold, jejichZ ohodnoceni
je rovno i. Operace Insert a Decrease zvladneme v konstantnim c¢ase, budeme-li si
u kazdého prvku pamatovat jeho polohu v seznamu. Operace EztractMin potiebuje
najit prvni neprazdnou prihradku, ale jelikoz vime, Ze posloupnost odebiranych mi-
nim je monotdénni, staci hledat od mista, kde se hledani zastavilo minule. Vsechna
hledani pfihrddek tedy zaberou dohromady O(nL) a cely Dijkstriv algoritmus bude
trvat O(nL 4+ m).

Prostorova slozitost O(nL 4+ m) je nevalni, ale mtzeme ji jednoduchym trikem
snizit: VSimneme si, Ze vSechna kone¢nad ohodnoceni vrcholit nemohou byt vétsi
nez aktudlni minimum zvétsené o L. Jinymi slovy vSechny neprazdné piihradky se
nachéazeji v tiseku pole dlouhém L + 1, takze staci indexovat modulo L + 1. Pouze
si musime davat pozor, abychom spravné poznali, kdy se struktura vyprazdnila,
coz zjistime naptiklad pomoci poéitadla otevienych vrcholi. Cas si asymptoticky
nezhorsime, prostor klesne na O(L + m).

Podobny trik mtzeme pouzit i pro libovolnou jinou datovou strukturu: rozsah
¢isel rozdélime na ,okna“ velikosti L (v i-tém okné jsou &isla iL,iL + 1,...,(i +
1)L —1). V libovolné chvili mohou tedy byt neprazdna nejvyse dvé okna. Staci ndm
proto poridit si dvé struktury pro ukladani ¢isel v rozsahu 0, ..., L —1 — jedna z nich
bude reprezentovat aktuédlni okno (to, v némz lezelo minulé minimum), druhé okno
bezprostfedné nasledujici. Minimum mazeme z prvni struktury; pokud uz je prazdna,
obé struktury prohodime. Operace Insert podle hodnoty uréi, do které struktury se
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preskoc¢it do té nizsi, ale v takovém p¥ipadé ji ve vySsi struktufe vymazeme (to je
Decrease na —oo ndsledovany ExtractMinem) a do té nizsi vlozime. To se kazdému
prvku mutze prihodit nejvyse jednou, takze stale plati, ze se kazdy prvek ucastni
O(1) vlozeni a O(1) extrakci minima.

Ukazali jsme tedy, ze pro naSe potieby postacuje struktura schopna uchovéavani
¢isel mensich nebo rovnych L.

Nabizi se pouzit van Emde-Boastv strom z kapitoly o vypocetnich mode-
lech. Ten dosahuje slozitosti O(loglog L) pro operace Insert a ExtractMin, operaci
Decrease musime prekladat na Delete a Insert. Celkova slozitost Dijkstrova algorit-
mu vyjde O(L 4+ mloglog L), pfi¢emz ¢as L spotfebujeme na inicializaci struktury
(té se lze za jistych podminek vyhnout, viz zminénd kapitola).

Vratme se ale jesté k vyuziti pfihradek. ..

Vicetroviiové prihradky

Podobné jako u t¥idéni cisel, i zde se vyplaci stavét prihradkové struktury vi-
cetroviiové (ptivodné popsano Goldbergem a Silversteinem [7]). Jednotlivé hodnoty
budeme zapisovat v soustavé o zakladu B, ktery zvolime jako néjakou mocninu
dvojky, abychom mohli s ¢islicemi tohoto zdpisu snadno zachézet pomoci bitovych
operaci. Kazdé ¢islo tedy zabere nejvyse d =1+ |logg L] ¢islic; pokud bude kratsi,
doplnime ho zleva nulami.

Nejvyssi patro struktury bude tvofeno polem B pfihradek, v i-té z nich budou
uloZena ta cisla, jejichz ¢islice nejvyssiho fadu je rovna 4. Za aktivni prohlasime
tu prihradku, ktera obsahuje aktudlni minimum. Pfihradky s mensimi indexy jsou
prazdné a zistanou takové az do konce vypoctu, protoze halda je monoténni. Pokud
v pfihradce obsahujici minimum bude vice prvki, budeme ji rozkladat podle druhého
nejvyssiho fadu na dalsich B pfihradek atd. Celkem tak vznikne az d trovni.

Struktura bude obsahovat nésledujici data:

e Parametry L, B a d.

e Pole trovni (nejvyssi ma ¢islo d — 1, nejnizsi 0), kazda troveri je budto
prazdna (a pak jsou prazdné i vSechny nizsi), nebo obsahuje pole U; o B
prihrddkach a v kazdé z nich seznam prvki. Pole irovni pouzivame jako
zasobnik, udrzujeme si ¢islo nejnizsi neprazdné trovné.

® Hodnotu g predchoziho odebraného minima.

Operace Insert vlozi hodnotu do nejhlubsi mozné pfihradky. Podiva se tedy
na nejvyssi troven: pokud hodnota patii do prihradky, kterd neni aktivni, vlozi
ji primo. Jinak prejde o tiroven nize a zopakuje stejny postup. To vse lze provést
v konstantnim cCase: staci se podivat, jaky je nejvyssi jednickovy bit ve XORu nové
hodnoty s ¢islem p (opét viz kapitola o vypodetnich modelech), a tim zjistit ¢islo
arovné, kam hodnota patfi.

Pokud chceme provést Decrease, odstranime hodnotu z prihradky, ve které se
pravé nachézi (polohu si mizeme u kazdé hodnoty pamatovat zvlast), a znovu ji
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vlozime.

Vétsinu prace samoziejmé prenechame funkci FxtractMin. Ta zacne prohleda-
vat nejnizsi obsazenou troven od aktivni pfihradky dal (to, kterd ptrihradka je na
které trovni aktivni, pozname z ¢islic hodnoty p). Pokud pfihradky na této trovni
dojdou, préazdnou droven zrusime a pokracujeme o patro vyse.

Jakmile najdeme neprazdnou pfihradku, nalezneme v ni minimum a to se stane
novym p. Pokud v pfihradce nebyly zadné dalsi prvky, skonc¢ime. V opa¢ném piipadé
zbyvajici prvky rozprostfeme do ptrihradek na bezprostiedné nizsi irovni, kterou tim
zalozime.

Cas straveny hledanim minima miizeme rozdélit na nékolik ¢asti:

e O(B) na inicializaci nové Grovné — to natcétujeme prvku, ktery jsme pravé
mazali;

® hledani neprazdnych prihradek — prozkouméni kazdé prazdné prihradky
natctujeme jejimu vytvoreni, coz se rozpusti v O(B) na inicializaci trovné;

e zruSeni Urovné — opét natctujeme jejimu vzniku;

® rozhazovani prvki do pfihradek — jelikoz prvky v hierarchii pfihradek
putuji béhem operaci pouze doleva a doli (jejich hodnoty se nikdy ne-
zvétsuji), klesne kazdy prvek nejvyse d-krat, takZe stacéi, kdyz na vSechna

rozhazovani pfispéje ¢asem O(d);

® hledani minima — minimum nadcétujeme smazanému prvku, ostatni prvky,
které jsme museli projit, naiuctujeme jejich rozhazovani.

Stadi tedy, aby kazdy prvek pii Insertu zaplatil éas O(B + d) a jak Decrease, tak
ExtractMin budou mit konstantni amortizovanou slozitost. Dijkstriav algoritmus pak
pobézi v O(m + n(B + d)).
Zbyvé nastavit parametry tak, abychom minimalizovali vyraz B +d = B +
log L/ log B. Vhodné volba je B = log L/loglog L. Pfi ni plati
logL log L _ log L _
logB  log(log L/loglog L)  loglog L —logloglog L

o(B).

Tehdy Dijkstra vyda vysledek v ¢ase O(m +n - %).

HOT Queue — kombinace prihradek s haldou

Cherkassky, Goldberg a Silverstein [2] si vSimli, Ze ve vicetroviiovych p¥ihrad-
kovych strukturidch platime prili§ mnoho za trovné, ve kterych se za dobu jejich
existence objevi jen malé mnozstvi prvkia. Navrhli tedy ukladat prvky z ,maljch®
arovni do spolecné haldy. Vysledné struktuie se ¥kd HOT (Heap-on-Top) Queue.
My si pfedvedeme jeji upravenou variantu (v té ptvodni se skryva nékolik chyb).

Poridime si haldu, feknéme Fibonacciho, a navic ke kazdé tirovni pocitadlo udéa-
vajici, kolik prvka z této trovné jsme ulozili do haldy. Dokud toto pocitadlo nepre-
roste néjaky parametr H, prihradky nebudeme zakladat a prvky poputuji do haldy.
Cas O(B) na zalozeni tirovné a jeji prochézeni proto miizeme rozpocitat mezi H prv-
ki, které se musely na dané trovni objevit, nez byla rozpfihradkovana. (Pov§imnéte
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si, ze pocitadlo nikdy nesnizujeme, pouze ho vynulujeme, kdyzZ je Groven zrusena.
Proto viitbec nemusi odpovidat skutecnému poctu prvkt z prislusné trovné, které
jsou pravé ulozeny v haldé. To ovSem viubec nevadi — pocitadlo pouze hlida, aby se
aroven nevytvofila pfili§ brzy, tedy abychom méli dost prvka k rozictovani casu.)

Proménnou i nechame ukazovat na misto, kde jsme se pii hledani minima v pfi-
hradkach zastavili. Soucasné globalni minimum struktury mize byt nizsi, nachazi-li
se minimum zrovna v haldé. Stale je vSak zaruceno, Ze pred p se nenachazi zadna
neprazdna prihradka.

Operace budou fungovat takto:

Insert:

1. Spo¢itame, do které tirovné ¢ ma prvek padnout (bitovymi operacemi).

2. Pokud je pocitadlo této tirovné mensi nez H, zvysime ho, vlozime prvek
do haldy a sko¢ime.

3. Nebyly-li jesté pro tuto troven zalozeny prihradky, vyrobime prazdné.

4. Vlozime prvek do piislusné prihradky.

Decrease:

1. Pokud se prvek nachazi v haldé (to si u kazdého prvku pamatujeme),
provedeme Decrease v haldé a skoncime.

2. Smazeme prvek z jeho ptihradky a provedeme Insert s novou hodno-
tou.

FExtractMin:

1. Dokud je p mensi nez aktudlni minimum haldy, opakujeme:

2. Najdeme piihradku odpovidajici hodnoté p.

3. Je-li tato prihradka prazdna, pfejdeme na dalsi (upravime p).
Jsme-li na konci tirovné, zrusime ji, vynulujeme jeji pocitadlo a
pokracujeme o trovern vys.

4. Neni-li prazdnd, rozprostieme ji o Groven niz (stejnym zpisobem
jako p¥i Insertu, takze prvnich H prvki vlozime do haldy).

5. Smazeme minimum z haldy a vratime ho jako vysledek.

Pustime se do analyzy slozitosti. Jako parametry si zvolime pocet hladin d (takze
pocet piihradek B na jedné trovni je roven L'/¢) a  haldovou konstantu“ H.

Nejprve si vSimneme, Ze nez pocitadlo néjaké irovné vynulujeme, jsou bezpecéné
z haldy pry¢ vSechny prvky patiici do této irovné. Celkem se tedy v haldé vyskytuje
nejvyse O(dH) prvka. FrtractMin v haldé proto trvd O(log(dH)), ostatni haldové
operace O(1).

Nyni rozu¢tujeme Gas operaci mezi jednotlivé prvky (opét si vSe pfedplatime
v Insertu a ostatni operace pobézi v amortizované konstantnim ¢ase):

e Kazdy prvek muze byt nejvyse jednou za dobu svého zivota vlozen do hal-
dy a nejvyse jednou z ni vyjmut. Na oboji dohromady p¥ispéje O(log dH).
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® Prvek se Gcastni nejvyse d prehozeni do nizsi irovné. Pokud byl prihozen
do haldy, uz tam setrvd, jinak pokazdé zaplati O(1) za zafazeni do pfi-
hrédky, celkem tedy O(d) na prvek.
® Vytvofeni, projiti a smazani pfihradek na jedné tirovni nastane az tehdy,
co bylo H prvkua patficich do této trovné vlozeno do haldy. Staci tedy,
aby kazdy prvek piispél casem O(B/H) = O(LY/H).
Kazdy prvek tedy plati O(d +logdH + LY?/H) = O(d +log H 4+ L'/*/H). Pojdme
najit nastaveni parametri, které tento vyraz minimalizuje. Nejprve zvolme H tak,
aby se d vyrovnalo s LY4/H. Tedy H = L'/%/d. Cely vyraz tim zjednodusime na
O(d +log (LY?/d)) = O(d+1/d -log L —logd) = O(d + 1/d - log L). Oba scitance
volbou d = +/log L vyrovname.
HOT Queue tedy zvlddne Insert s amortizovanou ¢asovou slozitosti O(v/log L)
a ostatni operace v Case amortizované konstantnim. Pouzijeme-li tuto strukturu
v Dijkstrové algoritmu, spocte vzdalenosti v ¢ase O(m + n+/log L).

Dinicav algoritmus

Zajimavé vylepseni Dijkstrova algoritmu navrhl Dinic. Vsiml si, ze pokud je
kazda hrana dlouhd alespon §, mizeme uzavirat nejen vrchol s minimalnim ohodno-
cenim i, ale i vSechny s ohodnocenim mensim nez p + 4.

Pro takto upraveny Dijkstriv algoritmus bude stéle platit, ze pfi uzavirani
vrcholu odpovida ohodnoceni skuteéné vzdalenosti, takze uzaviené vrcholy jiz nejsou
znovu otevirany.

O monotonii vzdalenosti jsme sice prisli, ale v pfihradkové struktufe nebo haldé
miizeme kli¢e nahradit hodnotami A'(v) := |h(v)/é]. Tyto hodnoty se totiz chovaji
monoténné a vrcholy se stejnym A'(v) mizeme libovolné zaménovat.

Kteroukoli z popsanych prihradkovych struktur mizeme tedy pouzit, pouze
v rozboru ¢asové slozitosti nahradime L vyrazem L/§. Tento pfistup pfitom funguje
i pro necelociselné délky hran, pouze potfebujeme mit pfedem k dispozici netrivialni
dolni odhad na vSechny délky.

Potencialy

Vidéli jsme, ze v grafech s nezapornymi délkami hran se nejkratsi cesty hledaji
snaze. Nabizi se nalézt néjakou transformaci, ktera by dovedla délky hran upravit
tak, aby byly nejkratsi cesty zachovany (samoziejmé ne jejich délky, ale alespoii to,
které cesty jsou nejkratsi). Nabizi se nasledujici fyzikalni inspirace:

Definice: Potencidal budeme fikat libovolné funkci v : V' — R. Pro kazdy potenciél
zavedeme redukované délky hran £y (u,v) == l(u,v)+1(u) —1(v). Potencidl nazveme
pripustny, pokud zddna hrana nema zapornou redukovanou délku.

Pozorovani: Pro redukovanou délku libovolné cesty P z u do v plati: £, (P) = ¢(P)+
P(u) = p(v).

Diikaz: Necht cesta P prochézi pies vrcholy u = wi, ..., w, = v. Potom:

ty(P) = Z%(wnwiﬂ) =Y (Uwi, wis1) + (wi) = P(wigr))

%

10 2024-01-15



Tato suma je ovSem teleskopicka, takze z ni zbude

Zﬁ(wmwiﬂ) +P(w1) = Y(wi) = L(P) +Y(u) — P(v).
' v

Dusledek: Potencidlovou redukci se délky vsech cest mezi v a v zméni o tutéz kon-
stantu, takze struktura nejkratsich cest ztistane nezmeénéna.

Zbyva prijit na to, kde si obstarat néjaky pripustny potencial. Pfidejme do grafu
novy vrchol z, pfivedme z néj hrany nulové délky do vSech ostatnich vrcholil a oznad-
me Y (v) vzdélenost ze z do v v tomto grafu. Aby byl tento potencidl pfipustny, musi
pro kazdou hranu wv platit £y (u,v) = £(u,v) + ¥(u) — ¥ (v) > 0. Tuto nerovnost
miZeme upravit na £(u,v) + d(z,u) — d(z,v) > 0, éli d(z,u) + ¢(u,v) > d(z,v), coZ
je ale obycejna trojihelnikova nerovnost pro vzdalenost v grafu, ktera jisté plati.

Jednim vypocétem nejkratsich cest v grafu se zadpornymi hranami (tfeba al-
goritmem BFM) tedy dokdZzeme spocitat potencidl, ktery ndm poslouzi k redukei
vSech hran na nezaporné délky. To ndm samoziejmé nepomuize, chceme-li jednorézo-

vvvvv

s grafem. Jak uvidime v pristi kapitole, mizeme tak napfiklad nalézt vzdalenosti
mezi véemi dvojicemi vrcholtl v éase O(nm + n?logn).
Na zavér tohoto oddilu dokédzeme jedno pomocné tvrzeni o potencialech, které

nam pomuze v konstrukci algoritmd typu 1-1:
Lemma: Pokud f a g jsou pfipustné potencialy, pak jsou jimi i:

1. konvexni kombinace f a g, tedy af 4+ Bg pro libovolné o, 8 > 0, a+ 5 = 1;

2. min(f, g);

3. max(f,g).
Diikaz: Bud wv hrana. Potom z definice pfipustnosti plati £(u,v) > f(v) — f(u) a
L(u,v) > g(v) — g(u). Jednotlivé ¢asti tvrzeni dokdzeme takto:

1. Pokud obé strany nerovnosti pro f vynasobime konstantou «, u nerovnosti
pro g konstantou 8 a obé nerovnosti secteme, dostaneme:

(a+8) L(u,v) = (af(v) + Bg(v)) — (af (u) + Bg(u)),

coZ je presné pozadovana nerovnost pro pripustnost funkce af 4+ Bg.
2. Ozna¢me h := min(f, g). Necht bez Gjmy na obecnosti f(u) < g(u). Pokud
také plati f(v) < g(v), shoduje se minimum s funkci f a neni co dokazovat.
V opaéném piipadé je h(u) = f(u), h(v) = g(v). Tehdy si staci vSimnout,
ze h(v) — h(u) = g(v) — f(u) < f(v) — f(u) < £(u,v), takze potenciél h je
pripustny.
3. Dokazeme analogicky. Q@
Algoritmy pro problém typu 1-1

Zaméime se nyni na pfipad, kdy chceme hledat nejkratsi cesty mezi zadanou
dvojici vrchold s, t. Obvykle se i v této situaci pouzivaji algoritmy 1-n (SSSP) a
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v obecném piipadé ani neni efektivnéjsi feSeni zndmo. Existuje ovSem velké mnozstvi
heuristik, kterymi lze obvykle vypocet zrychlit. Nékteré z nich si pfedvedeme na
Dijkstrové algoritmu.

Dijkstriv algoritmus ve své klasické podobé nevi viibec nic o cilovém vrcholu a
prohledé cely graf. Hned se nabizi vyuzit toho, ze od okamziku uzavieni kteréhokoliv
vrcholu se jiz jeho ohodnoceni nezméni. Pokud tedy uzavieme cilovy vrchol, mizeme
se zastavit.

Jakou ¢4st grafu prohledédvame ted? V metrice dané vzdalenostmi v grafu je to
nejmensi koule se stfedem ve vrcholu u, kterd obsahuje nejkratsi cestu (dobfe se to
pfedstavuje na hledani v silniéni siti na rovinné mapé).

Také miZzeme spustit prohledavani z obou koncu zaroven, tedy zkombinovat
hledani od s v ptuvodnim grafu s hledanim od ¢ v grafu s obracenou orientaci hran.
Oba postupy muzeme libovolné stiidat a zastavime se v okamziku, kdy jsme jeden
vrchol uzavieli v obou smérech. Pozor ovSem na to, Ze soucet obou ohodnoceni
tohoto vrcholu nemusi byt roven d(v,u) — zkuste vymyslet protipiiklad. Nejkratsi
cesta jesté muze vypadat tak, ze prechazi po néjaké hrané mezi vrcholem uzavienym
v jednom sméru a vrcholem uzavienym ve sméru druhém (ponechme bez dikazu).
Staci tedy béhem relaxace zjistit, zda je konec hrany uzavieny v opa¢ném sméru
prohledavani, a pokud ano, zapocitat cestu do priubézného minima.

Obousmeérny Dijkstriv algoritmus projde sjednoceni néjaké koule okolo s s né-
jakou kouli okolo ¢, které obsahuje nejkratsi cestu. Priiméry kouli pfitom zavisi na
tom, jak budeme béhem vypoctu stiidat oba sméry prohledavani. V nejhorsim pii-
padé samoziejmé muzeme prohledat cely graf.

Algoritmus A*

V umélé inteligenci se casto pro hledani nejkratsi cesty v rozsahlych grafech
(obvykle stavovych prostorech tloh) pouziva algoritmus nazyvany A* [9]. Jedné se
o modifikaci Dijkstrova algoritmu, kterda vyuziva heuristickou funkci pro dolni od-
had vzdalenosti do cile; oznacme si ji ¥(v). V kazdém kroku pak uzavira vrchol v
s nejmensim moznym souétem h(v) + ¢(v) aktudlniho ohodnoceni s heuristikou.

Intuice za timto algoritmem je jasna: pokud vime, Ze néjaky vrchol je blizko
od pocatacniho vrcholu s, ale bude z néj urcité daleko do cile ¢, zatim ho odlozime

Heuristika se pfitom voli podle konkrétniho problému — nap¥. hledame-li cestu
v mapé, muzeme pouzit vzdalenost do cile vzdusnou carou.

Je u tohoto algoritmu zaruceno, ze vzdy najde nejkratsi cestu? Na to nam da
odpovéd teorie potenciali:

Véta: Béh algoritmu A* odpovida pritbéhu Dijkstrova algoritmu na grafu reduko-
vaném potencidlem —1p. Pfesn&ji, pokud ozna¢ime h* aktudlni ohodnoceni v A* a
h aktudlni ohodnoceni v synchronné bézicim Dijkstrovi, bude vzdy platit h(v) =
h*(v) = 3(s) + ¢ (v).

Diikaz: Indukei podle doby béhu obou algoritmt. Na pocéatku je h*(s) i h(s) nulové
a vSechna ostatni h* a h jsou nekonecné, takze tvrzeni plati. V kazdém dalsim kroku
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A* vybere vrchol v s nejmensim h*(v) + ¢ (v), coz je tentyz vrchol, ktery vybere
Dijkstra (¢(s) je stale stejné).

Uvazujme, co se stane béhem relaxace hrany vw: Dijkstra se pokusi snizit
ohodnoceni h(w) o § = h(w) —h(v) —€_y (v, w) a provede to, pokud § > 0. Ukdzeme,
ze A* udéla totéz:

6 = (h"(w) = ¥(s) + P(w)) — (h* (v) —P(s) + ¥(v)) — (b(v,w) — Y(v) + Y(w))

= h*(w) — Y (s) + P(w) — h*(v) +P(s) — Y(v) — £(v,w) + P(v) — P(w)

= h*(w) — h*(v) — £(v, w).

Oba algoritmy tedy az na posunuti dané potencidlem pocitaji totéz. Q
Dusledek: Algoritmus A* funguje jen tehdy, je-li potencidl —) pFipustny.

Naprtiklad pro rovinnou mapu to heuristika dané euklidovskou vzdalenosti o,
tedy 9(v) := p(v,t), splituje: P¥ipustnost pozaduje pro kazdou hranu wv nerovnost
0(u, v) — () + () > 0, tedy £(u, v) — o(v,£)+ olu,£) > 0. Jelikoi €(u,v) > o(u, v),
staci dokézat, ze o(u,v) — o(v,t) + o(u,t) > 0, coz je ovSem trojuhelnikova nerovnost
pro metriku p.
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