12. Pravdépodobnostni algoritmus na rezy

Nahlédnéme alespon jednou kapitolou do svéta pravdépodobnostnich algorit-
mi. Neni totiz vyjimkou, Zze s pomoci generatoru ndhodnych ¢isel vyfesime nékteré
grafové problémy daleko snéaze a ¢asto také efektivnéji, nez to dovedeme determinis-
ticky. Pravdépodobnostni pfistup si pfedvedeme na Kargerové-Steinové algoritmu [1]
pro hledani minimalniho fezu v neohodnoceném neorientovaném grafu. P¥ipomen-
me, 7e s deterministickymi algoritmy jsme zatim dosahli ¢asové slozitosti O(n°/3m)
pomoci toki nebo O(nm) Nagamochiho-Ibarakiho algoritmem.

Nahodné kontrakce

Uvazujme nejdiive nasledujici algoritmus, ktery ndhodné vybird hrany a kon-
trahuje je, dokud pocet vrcholi neklesne na ¢. (Konkrétni hodnotu ¢ zvolime poz-
d&ji.)

Algoritmus CONTRACT(Gy, ¢):
1. G+ Go.
2. Dokud n > ¢:
3. Vybereme hranu e € E rovnomérné ndhodné.
4. G + G/e (kontrahujeme hranu e, smycky odstratiujeme, paralelni
hrany ponechdme).
5. Vratime jako vysledek graf G.

Jaka je pravdépodobnost, ze vysledny graf G ma stejné velky miniméalni fez
jako zadany graf Go? VsSimnéme si nejprve, ze kazdy fez v grafu G/e je i fezem
v grafu G (aZ na pfeznadeni hran pfi kontrakci, ale pfedpokladejme, Zze hrany maji
néjaké identifikdtory, které kontrakce zachovavd). Podobné je-li v grafu G fez ne-
obsahujici hranu e, odpovidd mu stejné velky fez v G/e. Velikost minimélnfho fezu
tedy kontrakci nikdy neklesne — mtize pouze stoupnout, pokud skontrahujeme hranu
lezici ve vSech minimalnich fezech,

Zvolime nyni pevné jeden z minimélnich ez C' v zadaném grafu Gy a oznadi-
me k jeho velikost. Pokud algoritmus ani jednou nevybere hranu lezici v tomto fezu,
velikost miniméalniho fezu v grafu G bude rovnéz rovna k. Jaka je pravdépodobnost,
ze se tak stane?

Oznacme G; stav grafu G pred i-tym pruchodem cyklem a n; a m; pocet jeho
vrcholt a hran. Ziejmé n; = n — i + 1 (kazdou kontrakci pfijdeme o jeden vrchol).
Navic kazdy vrchol ma stupen alespon k, jelikoz jinak by trividlni fez okolo tohoto
vrcholu byl mensi nez minimdlni fez. Proto plati m; > kn;/2. Hranu lezici v fezu C
tedy vybereme s pravdépodobnosti nejvyse k/m; < k/(kn;/2) = 2/n; = 2/(n—i+1).
Vs8echny hrany z fezu C' proto postoupi do vysledného grafu G s pravdépodobnosti
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Jesté musime oSetfit pfipad, kdy bychom hranu fezu smazali, protoze se me-
zitim stala smyckou. OvS8em smycky vznikaji pouze z hran paralelnich s pravé kon-
trahovanou hranou. JelikoZ v libovolném svazku paralelnich hran budto vSechny lez
v C, nebo ani jedna nelezi, museli jsme v takovém pripadé fez C rozbit uz diive.
Odhad pravdépodobnosti to tedy neovlivni.

Miuizeme tedy zvolit pevné ¢, spustit na zadany graf proceduru CONTRACT a
ve vzniklém konstantné velkém grafu pak nalézt minimdlni fez hrubou silou (to je
obzvlasté snadné pro ¢ = 2 — tehdy sta¢i vzit vSechny zbylé hrany). Takovy algo-
ritmus nalezne minimalni fez s pravdépodobnosti alespoii ¢/n?, kde ¢ je konstanta
zéavisla na £.

Nabizi se otazka, k ¢emu je dobry algoritmus, ktery vyda spravny vysledek
s pravdépodobnosti na ¥adu 1/n?. To opravdu neni mnoho, ale stejné jako mno-
ho jinych randomizovanych algoritmt i tento mizeme iterovat: vypocet zopakujeme
K-krat a pouzijeme nejmensi z nalezenych fezti. Ten uz bude minimalni s pravdé-
podobnosti

P >1—(1—¢/n?)5>1- emeK/n,

(Druh& nerovnost plati diky tomu, Zze e=®* > 1 — z pro v8echna z > 0.) Pokud
tedy nastavime pocet opakovani K na Q(n?), miZeme tim pravdépodobnost chyby
stlacit pod libovolnou konstantu, pro K = (n?logn) pod pievracenou hodnotu
libovolného polynomu v n a pro K = 2(n?) uz bude dokonce exponencialné mala.

Implementace

Odboéme na chvili k implementa¢nim zalezitostem. Jak reprezentovat graf,
abychom stihli rychle provadét kontrakce? Bude nam stacit obyc¢ejna matice sou-
sednosti, v niz pro kazdou dvojici vrchold budeme udrzovat, kolik paralelnich hran
mezi témito vrcholy vede. Pokud chceme kontrahovat hranu uv, staci projit vsechny
hrany vedouci (feknéme) z vrcholu u a zafadit je k vrcholu v. To zvladneme v éase
O(n) na jednu kontrakci.

Pro nahodny vybér hrany budeme udrzovat pole stupnt vrcholt, vybereme
nahodné vrchol v s pravdépodobnosti timérnou stupni a poté projitim prislusného
rfadku matice sousednosti druhy vrchol v s pravdépodobnosti timérnou poctu hran
mezi u a v. To opét trva éas O(n).

Procedura CONTRACT tedy pracuje v ¢ase O((n—¥¢)-n) a cely K-krat ziterovany
algoritmus v O(Kn?). Pokud se spokojime s pievracené polynomialni pravdépodob-
nosti chyby, nalezneme minimalni fez v ¢ase O(n*logn).

Kargeruv-Steinuv algoritmus

Predchozi prostinky algoritmus mtizeme jesté podstatné vylepsit. VSimnéme si,
ze béhem kontrahovani hran pravdépodobnost toho, Zze vybereme ,Spatnou® hranu
lezici v minimalnim Yezu, postupné rostla z pocéte¢nich 2/n az po obrovské 2/3
v posledni iteraci (pro ¢ = 2). Pomize tedy zastavit kontrahovani diive a pfejit
na spolehlivéjsi zptisob hledani fezu.

2 2017-10-26



Pokud zvolime ¢ = [n/v/2+ 1], pak fez C piezije kontrahovani s pravdépodob-

nosti alespon
£-(£—-1) >(n/\/§+1)~n/\/§: n/v2+1 _ n+v2 S

n-(n—1) "  n-(n—-1) V2-(n—1) 2-(n—1)
Jako onen spolehlivéjsi zpusob hledani fezu nasledné zavolame stejny algorit-

mus rekurzivné, pricemz jak kontrakci, tak rekurzi provedeme dvakrat a z obou
nalezenych fezil vybereme ten mensi, ¢imz pravdépodobnost chyby snizime.

1
5"

Hotovy algoritmus bude vypadat nasledovné:
Algoritmus MINCUT(G):

1. Pokud n < 7, najdeme minimalni fez hrubou silou.
2.0+ [n/vV2+1].0

3. Cy < MINCUT(CONTRACT(G, {)).

4. Cy < MINCUT(CONTRACT(G, ¥)).

5. Vratime mensi z fezt Cy, Cs.

Jakou bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost? Nejprve odhadnéme hloub-
ku rekurze: v kazdém kroku se velikost vstupu zmensi p¥iblizné v/2-krat, takze strom
rekurze bude mit hloubku O(logn). Na i-té hlading zpracovavame 2° podproblémii
velikosti n/ 2i/2 P§i v§poétu kazdého podproblému volame dvakrat proceduru CON-
TRACT, které spotfebuje ¢as O((n/2/2)?) = O(n?/2"). Soucet ptes celou hladinu te-
dy ¢ini O(n?) a pies viechny hladiny O(n?logn). Oproti ptivodnimu kontrakénimu
algoritmu jsme si tedy moc nepohorsili.

Zbyva spocitat, s jakou pravdépodobnosti algoritmus skuteéné nalezne mini-
malni fez. Oznacme p; pravdépodobnost, ze algoritmus na ¢-té hladiné stromu rekur-
ze (pocitdno od nejhlubsi, nulté hladiny) vyda spravny vysledek piislusného pod-
problému. Jisté je pg = 1 a plati rekurence p; > 1 — (1 — 1/2 - p;_1)%. Uvazujme
posloupnost g;, pro kterou jsou tyto nerovnosti splnény jako rovnosti, a vSimnéme
si, ze p; > g;. Vime tedy, ze g =la g, =1— (1 —1/2-¢,-1)%> = gi-1 — g7, /4.

Nyni zavedeme substituci z; = 4/g; — 1, ¢ili g; = 4/(z; + 1), a tak ziskdme
novou rekurenci pro z;:

4 4 4

Zl+1 - Zi,1+1 B (,2’1'714*1)27

kterou uz mizeme snadno upravovat:
1 2i-1
Zi+1l (s +1)2
22 +221+1

ipl=Tmt TR T
Zi—1

1
zi+1l=2z_14+2+ .
Zi—1

(1) To je méné nez n, kdykoliv n > 7.
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Jelikoz zp = 3, a tim padem z; > 3 pro vSechna ¢, ziskdme z posledni rovnosti vztah
z; < zi—1 +2, a tudiz z; < 2i+ 3. Zpétnou substituci obdrzime g; > 4/(2i +4), tedy
pi > gi = Q(1/9).

Nyni si sta¢i vzpomenout, Ze hloubka rekurze ¢ini O(logn), a ihned ziskdme od-
had pro pravdépodobnost spravného vysledku Q(1/logn). Nas algoritmus tedy staci
ziterovat (’)(log2 n)-krét, abychom pravdépodobnost chyby stlaéili pod pfevracenou
hodnotu polynomu. Dokézali jsme nasledujici vétu:

Véta: Iterovanim algoritmu MINCUT nalezneme minimalni fez v neohodnoceném
neorientovaném grafu v case O(n?log®n) s pravdépodobnosti chyby O(1/n¢) pro
libovolnou konstantu ¢ > 0.

Cviceni
1. Zvolte lepsi reprezentaci grafu, abyste prostorovou slozitost snizili z ©(n?)
na O(m). Muze se tim zmensit ¢asova slozitost?
2. Dokazte, Ze z naseho rozboru pravdépodobnosti chyby plyne, Ze v kazdém
grafu je nejvyse O(n?) minimalnich fezii.
3. Ukazte, jak algoritmus upravit pro grafy s ohodnocenymi hranami.
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