10. Suffixové stromy

V této kapitole popiseme jednu pozoruhodnou datovou strukturu, pomoci niz
dokazeme problémy tykajici se fetézct prevadét na grafové problémy a fesit je tak
v linedrnim case.

Retézce, trie a suffixové stromy

Definice:

D PP konec¢né abeceda — mnozina znak
(znaky budeme znagcit latinskymi pismeny)

e mnozina vSech slov nad X
(slova budeme znaéit feckymi pismeny)

€ e prazdné slovo

] o délka slova «

QB zfetézeni slov a a  (ae = ea = a)

aft . slovo a napsané pozpatku

aje prefixem B ... ... Iv: 5 = ay (B zafina na «)

aje suffitem B ............ Iy : B = ~ya (8 kondi na «)

a je podslovem 3 .......... Fv,0 : 8 = vad (znacime o C f)

« je vlastnim prefizem [ ... je prefixem a o #£ 3

(analogicky vlastni suffix a podslovo)

Pozorovani: Prazdné slovo je prefixem, suffixem i podslovem kazdého slova véetné
sebe sama. Podslova jsou pravé prefixy suffixti a také suffixy prefixt.

Definice: Trie (3-strom) pro koneénou mnozinu slov X C X* je orientovany graf
G = (V,E), kde:

V ={a: a je prefixem néjakého 5 € X},
(o, ) e E=TJxeX:p=ax.

Pozorovani: Trie je strom s kofenem e. Jeho listy jsou slova z X, ktera nejsou vlast-
nimi prefixy jinych slov z X. Hrany si muZzeme predstavit popsané pismeny, o néz
prefix rozsituji, popisky hran na cesté z kofene do vrcholu a davaji pravé slovo a.
Definice: Komprimovand trie (X7 -strom) vznikne z trie nahrazenim maximéalnich
nevétvicich se cest hranami. Hrany jsou tentokrat popsané fetézci misto jednotlivymi
pismeny, pri¢emz popisky vSech hran vychézejicich z jednoho vrcholu se lisi v prvnim
znaku. Vrcholiim ,uvniti hran“ (které padly za obét kompresi) budeme ¥ikat skryté
vrcholy.

Definice: Suffizovy strom (ST) pro slovo o € ¥* je komprimovana trie pro X = {« :
« je suffixem o}.

Pozorovani: Vrcholy suffixového stromu (vCetné skrytych) odpovidaji prefixtim suf-
fixu slova o, tedy vSem jeho podsloviim. Listy stromu jsou suffixy, které se v o jiz
nikde jinde nevyskytuji (takovym suffixtm budeme fikat nevnorené). Vnitini vr-
choly odpovidaji vétvicim podsloviim, tedy podslovim « C o takovym, ze aa C o i
ab C o pro néjaké dva ruzné znaky a, b.
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Nékdy muze byt nepraktické, ze nékteré suffixy neodpovidaji listiim (protoze
jsou vnofené), ale s tim se miZeme snadno vyporadat: pfiddme na konec slova o
néjaky znak $, ktery se nikde jinde nevyskytuje. Neprazdné suffixy slova ¢$ odpo-
vidaji suffixiim slova ¢ a zadny z nich nemutZe byt vnoteny. Takovy suffixovy strom
budeme znacit ST$.

Priklad:

baraba

Suffixy slova ,baraba“: trie, suffixovy strom, ST s dolarem

Nyni jak je to s konstrukei suffixovych stromu:

Lemma: Suffixovy strom pro slovo o délky n je reprezentovatelny v prostoru O(n).
Diikaz: Strom mé O(n) listd a kazdy vnitini vrchol mé alespoii 2 syny, takZze vniti-
nich vrcholt je také O(n). Hran je rovnéz linedrné. Nalepky na hrandch staci popsat
pocateéni a koncovou pozici v o. V)

Véta: Suffixovy strom pro slovo o délky n lze sestrojit v ¢ase O(n).
Diikaz: Ve zbytku této kapitoly pfedvedeme dvé riizné konstrukce v linedrnim case. O
Aplikace — co vSe dokdZzeme v linedrnim ¢ase, kdyz umime linedrné konstruovat ST:

1. Inverzni vyhleddvdni (tj. pfedzpracujeme si v linedrnim case text a pak
umime pro libovolné slovo « v ¢ase O(|a|) rozhodnout, zda se v textu vy-
skytuje)? — staci sestrojit ST a pak jej prochazet od kofene. Také umime
najit vSechny vyskyty (odpovidaji suffixtim, které maji jako prefix hleda-
né slovo, takze staéi vytvorit ST$ a vypsat vSechny listy pod nalezenym
vrcholem) nebo pfimo vratit jejich pocet (pfedpocitdme si pomoci DFS
pro kazdy vrchol, kolik pod nim lezi listt).

2. Nejdelsi opakugjici se podslovo — takové podslovo je v ST$ nutné vétvi-
ci, takZe staci najit vnitfni vrchol s nejvétsi pismenkovou hloubkou (tj.
hloubkou méfenou ve znacich misto ve hranéach).

3. Histogram cetnosti podslov délky k — roziizneme ST$ v pismenkové hloub-
ce k a spocitame, kolik ptivodnich listt je pod kazdym novym.

4. Nejdelsi spolecné podslovo slov o a 8 — postavime ST pro slovo a$;539%s,
jeho listy odpovidaji suffixim slov a a 8. TakzZe sta¢i pomoci DFS najit

(U Cili presny opak toho, co umi vyhledavaci automat — ten si predzpracovava
dotaz.
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nejhlubsi vnitini vrchol, pod kterym se vyskytuji listy pro « i 5. Podobné
miizeme sestrojit ST$ pro libovolnou mnozinu slov.(?

5. Nejdelsi palindromické podslovo (tj. takové B C a, pro néz je f% = f3)
— postavime spoleény ST$ pro slova a a aff. Postupné prochazime pies
vSechny mozné stredy palindromického podslova a vSimneme si, ze takové
slovo je pro kazdy stfed nejdelsim spoleénym prefixem podslova od to-
hoto bodu do konce a podslova od tohoto bodu pozpatku k zacatku, ¢ili
né&jakého suffixu o a néjakého suffixu af*. Tyto suffixy oviem odpovidaji
listim sestrojeného ST a jejich nejdelsi spoleény prefix je nejblizsim spo-
leénym predchiidcem ve stromu, takze staci pro strom vybudovat datovou
strukturu pro spolecné predchtdce a s jeji pomoci dokazeme jeden stied
prozkoumat v konstantnim case.

6. Burrows- Wheelerova Transformace [1] — jejim zékladem je lexikografické
setfidéni vSech rotaci slova o, coz zvladneme sestrojenim ST pro slovo oo,
jeho ufiznutim v pismenkové hloubce |o| a vypsanim nové vzniklych listd
v poradi ,zleva doprava“.

Cviceni: Zkuste vymyslet co nejlepsi algoritmy pro tyto problémy bez pouziti ST.
Suffixova pole

V nékterych pfipadech se hodi misto suffixového stromu pouzivat kompaktnéjsi da-
tové struktury.
Notace: Pro slovo o bude o[i] znacit jeho i-ty znak (Gislujeme od nuly), o[i : j]
pak podslovo o[ilofi + 1]...0[j — 1]. Libovolnou z mezi miZeme vynechat, proto
oli : | bude suffix od i do konce a of : j] prefix od zac¢atku do j — 1. Pokud j < 4,
definujeme ofi : j] jako prazdné slovo, takze prazdny suffix mizeme napiiklad zapsat
jako of|a] : ].

LCP(«, 8) bude znacit délku nejdelsiho spoleéného prefixu slov a a , ¢ili nej-
vétsi i < |al, |8] takové, ze of : 1] = B[ : i].
Definice: Suffizove pole (Suffiz Array) A, pro slovo o délky n je posloupnost vSech
suffixa slova o v lexikografickém poradi. Mazeme ho reprezentovat napiiklad jako
permutaci A ¢isel 0,...,n, pro niz o[A[0] : | < o[A[l] : ] < ... < o[A[n] : ].
Definice: Pole nejdelsich spolecnijch prefizi (Longest Common Prefix Array) L, pro
slovo o je posloupnost, v niz L,[i] := LCP(A,[i], As[i + 1]).
Véta: Suffixovy strom pro slovo o$ a dvojici (A,, Ly) na sebe lze v linedrnim case
prevadeét.
Dikaz: Kdyz projdeme ST(0$) do hloubky, potadi listi odpovida posloupnosti A,
a pismenkové hloubky vnitinich vrcholii v inorderu odpovidaji L,. Naopak ST(c$)
ziskdme tak, Ze sestrojime kartézsky strom pro L, (ziskdme vnitini vrcholy ST),
doplnime do néj listy, pfifadime jim suffixy podle A, a nakonec podle listi rekon-
struujeme nalepky hran. Q

2) Jen si musime dat pozor, abychom si moc nezvétsili abecedu; jak moc si ji
muzeme dovolit zvétsit, vyplyne z konkrétnich konstrukei.
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Rekurzivni konstrukce

Ukéazeme algoritmus, ktery pro slovo ¢ € X* délky n sestroji jeho suffixové pole
a LCP pole v ¢ase O(n + Sort(n, X)), kde Sort(...) je ¢as potfebny pro setiidéni
n symboli z abecedy 3. V kombinaci s pfedchozimi vysledky tedy dostaneme linearni
konstrukei ST(o) pro libovolnou fixni abecedu.

Algoritmus: (Konstrukce A a L podle Kirkkiinena a Sanderse [2])

1. Redukujeme abecedunal...n: ve vstupnim slovu je nejvyse n riznych
znaktl, takze je staci setfidit a precislovat.
2. Definujeme slova o, 01, 02 nasledovné:

ooli] := (o[3i], o[3i + 1], 0[37 + 2])
o1[i] == (o[3i + 1], 0[3i + 2], 0[3i + 3])
oali] == (0[3i + 2], 0[3i + 3], 0[3i + 4])

Vsechna oy, jsou slova délky ~ n/3 nad abecedou velikosti n®. Do-
volime si mirné zneuzivat notaci a pouzivat symbol oy, i jejich prepis
do abecedy puvodni.

3. Zavolame algoritmus rekurzivné na slovo ogoy, ¢imz ziskdme Ag; a
Lo;. (Suffixy slova ogo1 odpovidaji suffixtim slov o¢ a 01.)

4. Spocitame pole Py a P;, ktera nam budou fikat, kde se v Ap; vyskytuje
ktery suffix slov o9 a o1. Tedy Ao1[Poli]] = 4, Aoi[P1[i]] = @ + |oo]-
Jinymi slovy, Py a P; budou &&sti inverzni permutace k Ag;. VSimnéte
si, ze plati P;[z] < P;[y] pravé tehdy, kdyz o;x : | < oj[y : |, takze
suffixy slov o¢ a o1 od této chvile umime porovnavat v ¢ase O(1).

5. Vytvoiime As (suffixové pole pro og): Jelikoz o3fi : | = 0[3i+2: ]| =
ol3i + 2]o[3i + 3 : | = 0[3i + 2]og[i + 1 : ], odpovida lexikografické
pofadi suffixt o3[i : | pofadi dvojic (o[3¢ + 2], Py[i + 1]). Tyto dvojice
ovSem muzeme setfidit dvéma priichody prihradkového t¥idéni.

6. Slijeme Ag; a Ay do A: slévame dveé setFidéné posloupnosti, takze staci
umét jejich prvky v konstantnim ¢ase porovnat:

ooli:]<ozlj:]eol3i:]<o[3j+2:]
S of3iloi:] < o35 +2]oolj+1:],
olfi:]<oqfj:]eoBi+1l:]<0[3j+2:]
S of3i+1]oBi+2]ogli+1:]<
o[3j+2] o35+ 3]o1[j+1:].
Pokazdé tedy porovname nejvyse dvé dvojice znaku a pak dvojici su-
ffixi slov og a 01, k éemuz ndm pomohou pole Py a P;.
7. Dopocitame L:

8. Pokud v A sousedi suffix slova o0 ; se suffixem slova o¢ 1, sousedi
tyto dva suffixy i v Ag1, takze jejich LCP najdeme pfimo v L.
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9. Setkaji-li se dva suffixy slova o, vSimneme si, ze o3[i : | = 0[3i +
2:])=0[3i+2]op[i+1:]. LCP(02[i : |,02[j : ]) je tedy budto 0
(pokud ¢[3i+2] # 0[3j+2]), nebo 1+3-LCP(og[i+1 : |, 00[j+1: ]),
pripadné totéz zvysené o 1 nebo 2, pokud se trojznaky v o nasle-
dujici po LCP zéasti shoduji. Pritom LCP(og[p : |, 00[q : ]) spoci-
tdme pomoci L. Je to totiz minimum intervalu v L mezi indexy
Polp] a Pylg]. To zjistime v konstantnim ¢ase pomoci struktury
pro intervalovd minima.

10. Pokud se setka suffix slova 0 1 se suffixem slova o5, staci tyto su-
flixy pfepsat podobné jako v 6. kroku a problém tim opét prevést
na vypocet LCP dvou suffixi slov og ;.

Analyza €asové sloZitosti: TFidéni napoprvé trva Sort(n,X), ve vSech rekurzivnich
volanich uz je linedrni (trojice ¢isel velikosti O(n) mizeme tfidit t¥iprichodovym
pfihrddkovym t¥idénim s O(n) pfihradkami). Z toho dostavame:

T(n)=T(2/3-n)+ O(n), atedy T(n) = O(n).

Ukkonenova inkrementalni konstrukce

Ukkonen popsal algoritmus [3] pro konstrukei suffixového stromu bez dolari, pracu-
jici inkrementalné: Zacéne se stromem pro prazdné slovo a postupné na konec slova
pridava dalsi znaky a prepocitava strom. Kazdy znak pfitom pfidd v amortizované
konstantnim ¢ase. Pro slovo ¢ tedy dokaze sestrojit ST v ¢ase O(|o]).

Budeme predpokladat, ze hrany vedouci z jednoho vrcholu je mozné indexovat
jejich prvnimi pismeny — to bezpecné plati, pokud je abeceda pevna; neni-li, mizeme
si pomoci hesovanim.

Pozorovani: Kdyz slovo o rozsifime na ca, ST se zméni nasledovné:

1. VSechny stavajici vrcholy stromu (véetné skrytych) odpovidaji podsloviim
slova . Ta jsou i podslovy oa, takze se budou nachazet i v novém stromu.
2. Pokud S bylo vétvici slovo, zistane nadale vétvici — tedy vnitini vrcholy
ve stromu ztistanou.
3. Kazdy novy suffix Sa vznikne prodlouzenim néjakého ptivodniho suffixu 5.
Pritom:
e Pokud byl 8 nevnofeny suffix (¢ili byl reprezentovany listem),
ani Ba nebude vnofeny. Z toho vime, Ze listy ztstanou listy,
pouze jim potiebujeme prodlouzit nalepky. Aby to netrvalo
prilis dlouho, zavedeme otevrené hrany, jejichz nalepka fika
,od pozice 7 do konce*. Listy se tak o sebe postaraji samy.
e Pokud f byl vnofeny suffix (tj. vniténi & skryty vrchol):

e Budse Sa vyskytuje v o, a tim padem je to vnofeny
suffix nového slova a strom neni nutné upravovat;
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® nebo se fa v o nevyskytuje — tehdy pro néj musi-
me zalozit novy list s otevienou hranou a piripadné
i novy vnitini vrchol, pod nimz bude tento list pfi-
pojen.

Vime tedy, co vSechno je pfi rozsifeni slova potfeba ve stromu upravit. Zbyva
vytesit, jak to udélat efektivné.

Vnorené suffixy: Piedevsim potiebujeme umét rozpoznat, které suffixy jsou vnorené
a které nikoliv. K tomu se hodi v§imnout si, Ze vnofené suffixy tvofi souvisly tsek:

Lemma: Je-li a vnofeny suffix slova o a § je suffix slova «, pak 8 je v o
také vnofeny.

Diikaz: Ve slové sigma se vyskytuje ax a ay pro néjaké dva rizné znaky

x a y. Kazdy z téchto vyskytt pfitom kond¢i vyskytem slova [, jednou

nésledovanym x, podruhé y. Q@
Stacdi si tedy zapamatovat nejdelsi vnoreny suffix slova o. Tomu budeme tikat aktivni
suffiz a budeme ho znacit a(c). Libovolny suffix § C o pak bude vnofeny prévé
tehdy, kdyz [8] < |a(0)|.

Aktivni suffix tedy tvoii hranici mezi nevnofenymi a vnorenymi suffixy. Jak se
tato hranice posune, kdyZ slovo o rozsifime? Na to je odpovéd snadné:

Lemma: Pro kazdé o, a plati: a(oa) je suffixem a(o)a.
Dikaz: a(oa) i a(o)a jsou suffixy slova oa, a proto staéi porovnat jejich
délky. Slovo S := ,a(ca) bez koncového a“ je vnofenym suffixem v o,
takze |8] < |a(0o)|, a tedy také |a(oa)| = |Ba| < |a(o)al. @
Hranice se tedy mtize posouvat pouze doprava, pripadné zistat na misté. Toho lze
snadno vyuzit.
Idea algoritmu: Udrzujeme si & = «(o) a pii pfiddni znaku a zkontrolujeme, zda
aa je stale vnoreny suffix. Pokud ano, nic se neméni, pokud ne, pfiddme novy list a
pripadné také vnitini vrchol, a zkratime zleva o znak a testujeme dal.

Analyza: Po ptidani jednoho znaku na konec slova o provedeme amortizované kon-
stantni pocet tprav stromu (kazd4 tprava slovo « zkrati, po vSech tpravach pridame
k « jediny znak). Tudiz sta¢i ukdzat, jak provést kazdou upravu v (amortizovang)
konstantnim ¢ase. K tomu potfebujeme Sikovnou reprezentaci slova «, ktera bu-
de umét efektivné prodluzovat zprava, zkracovat zleva a testovat existenci vrcholu
ve stromu.

Definice: Referenéni pdr pro slovo a C o je dvojice (m,7), v niz 7 je vrchol stromu,
7 libovolné slovo a w7 = «. Navic vime, ze 7 C o, takze si 7 sta¢i pamatovat jako
dvojici indext ve slové o.

Referenéni par je kanonicky, pokud neexistuje hrana vedouci z vrcholu 7 s na-
lepkou, ktera by byla prefixem slova 7. (VSimnéte si, Ze takova hrana se pozna podle
toho, Ze prvni znak nalepky se shoduje s prvnim znakem slova 7 a nalepka neni delsi
nez slovo 7. Shodu ostatnich znaki neni nutné kontrolovat.)
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Pozorovani: Ke kazdému slovu o C o existuje pravé jeden kanonicky referenéni par,
ktery ho popisuje. To je ze vSech referen¢nich pari pro toto slovo ten s nejdelsim =
(nejhlubsim vrcholem).

Definice: Zpétnd hrana back(w) vede z vrcholu 7 do vrcholu, ktery je zkracenim
slova 7 o jeden znak zleva. (Nahlédneme, Ze takovy vrchol musi existovat: pokud je
7 vnitini vrchol, pak je slovo 7w vétvici, takze kazdy jeho suffix musi také byt vétvici,
a tim paddem musi odpovidat néjakého vrcholu.)

Operace s referenénimi pary: S referencénim parem (7, 7) popisujicim slovo a potie-
bujeme provadét nasledujici operace:

® Pridani znaku a na konec: PtipiSeme a na konec slova 7. To je jisté re-
feren¢ni par pro aa, ale nemusi byt kanonicky. Pfitom miZeme snadno
oveérit, zda se aa ve stromu nachézi, a pripadné operaci odmitnout.

® Odebrdni znaku ze zacdtku: Pokud 7 neni kofen stromu, polozime 7
back(m) a zachovame 7. Pokud naopak je 7 prézdny fetézec, odebere-
me z 7 jeho prvni znak (to lze udélat v konstantnim ¢ase, protoze 7 je
reprezentované dvojici indext do o).

® Prevedent na kanonicky tvar: Obé predchozi operace mohou vytvorit refe-
ren¢ni par, ktery neni kanonicky. Pokazdé proto kanonicitu zkontrolujeme
a pripadné par upravime. Ovéfime, zda hrana z 7 indexovand pismenem a
neni dost kratka na to, aby byla prefixem slova 7. Pokud je, tak se po této
hrané presuneme dolid, ¢imZz 7 prodlouzime a 7 zkratime, a proces opa-
kujeme. Jelikoz tim pokazdé 7 zkratime a kdykoliv jindy se 7 prodlouzi
nejvyse o 1, maji vSechny prevody na kanonicky tvar amortizované kon-
stantni slozitost.

Nyni jiz muzeme doplnit detaily, ziskat cely algoritmus a nahlédnout, Ze pracuje
v amortizované konstantnim case.
Algoritmus podrobnéji:
1. Vstup: a = a(o) reprezentovany jako kanonicky referenéni par (w,7),
T suffixovy strom pro o spolu s hranami back, novy znak a.
2. Zjistime, jestli aa je pfitomen ve stromu, a piipadné ho zalozime:
3. Pokud 7 = ¢: (o = 7 je vnitini vrchol)
4. Vede-li z vrcholu 7 hrana s nalepkou zac¢inajici znakem a, pak
je pritomen.
5. Nevede-li, neni pfitomen, a tak pfiddme novou otevienou hra-
nu vedouci z w do nového listu.
6. Pokud 7 # e: (« je skryty vrchol)
7. Najdeme hranu, po niZ z 7 pokracuje slovo 7 (ktera to je,
poznédme podle prvniho znaku slova 7).

8. Pokud v popisce této hrany po 7 nasleduje znak a, pak je aa
pritomen.
9. Pokud nenésleduje, tak nebyl pfitomen, ¢ili tuto hranu roz-

délime: priddme na ni novy vnitfni vrchol, do néjz povede
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hrana s popiskou 7 a z néj zbytek pivodni hrany a oteviena
hrana do nového listu.
10. Pokud aa nebyl pfitomen, tak « zkratime a vratime se na krok 2.
11. Nyni vime, Ze «a jiz byl pfitomen, takze upravime referencni par, aby
popisoval aa.
12. Dopocitame zpétné hrany (viz nize).
13. Vystup: o = a(oa) jako kanonicky referenéni par (w,7), T suffixovy
strom pro oa a jeho zpétné hrany back.

Zpétné hrany: Zbyva dodat, jak nastavovat novym vrcholim jejich zpétné hrany.
To potfebujeme jen pro vnitin{ vrcholy (na zpé&tné hrany z listt se algoritmus nikdy
neodkazuje). VSimneme si, ze pokud jsme zalozili vrchol, odpovidé tento vrchol vzdy
souCasnému « a zpétna hrana z néj povede do zkraceni slova a o znak zleva, coz je
presné vrchol, ktery zalozime (nebo zjistime, Ze uZ existuje) v pFisti iteraci hlavniho
cyklu. V dalsi iteraci jesté urcité nebudeme tuto hranu potifebovat, protoze 7 vzdy
jen zkracujeme, a tak mizeme vznik zpétné hrany o iteraci zpozdit. Vyroba zpétné
hrany tedy bude také trvat jen konstantné dlouho.
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