2. cviceni z PaSti — 2022-02-22

Uzitecné vztahy pro podminénou pravdépodobnost

e Retézové pravidlo: Pokud A,..., A, € Fa P(A;N---NA,) >0, tak
n—1
P(A;1NAyN---NA,) = P(A)P(Ay | A1)P(As | AN Ag)... P(A, | [] Ai)
=1

e Rozbor pripadi: Pokud By, Ba,... € F je rozklad Q a A € F, tak

P(A4) = Y P(A| B)P(B),

pridemz sc¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0.

« Nezdvislost: P(AN B) = P(A)P(B) < (P(A|B) = P(A) V P(B) = 0)

Podminéna pravdépodobnost
1. Jaky je vztah tvrzeni P(A | B) > P(A) a P(B | A) > P(B)?

2. Vytdhneme si tfi karty z bézného balicku 32 karet. Oznac¢me A; jev i-t4 karta je
srdcova. Spoctéte P(A; N Aa N As).

3. (Paradox Montyho Halla) V soutézni hie stojime na podiu pfed tfemi dvermi.
Za dvojemi je koza (tu nechceme, moc Zere), za zbylymi auto (to chceme, i kdyz
vlastné také moc Zere). Vybereme si jedny dvefe, ale nez je otevieme, moderétor
otevie jedny ze zbylych dveri, ukaze za nimi kozu, a nabidne ndm, ze mtizeme svoji
volbu zménit. Mame to udélat? Pomutze to? Uvédomte si, ze zaddni ma (minim4lné)
nasledujici dvé varianty:

(a) moderdtor vi, kde je auto, a tomu prizpusobi, které dvefe otevie;

(b) moderator si hodi korunou, které dvefe oteviit. Kdyby odhalil auto, tak bychom
asi prohrali, ale to se zrovna nestalo.

Budeme pouzivat strategii, kdy dvefe zménime. Spocitejte pravdépodobnost, ze vy-
hrajeme auto, ve variantach (a), (b).

4. V krabici je b bilych na ¢ ¢ernych mickt. Dva hraci stfidavé tahaji micky, prvni,
kdo vytahne bily micek, prohral. Jaké je pravdépodobnost, ze prohraje prvni hrac?
Najdéte rekurenci.

5. Alice ma n minci, Bob n + 1. Oba hodi vSemi svymi mincemi a spocitaji, komu
padne kolikrat panna. Pravdépodobnost, Ze Bobovi padla vicekrat, je 1/2. (Navod:
Bob si da jednu minci stranou a napred spoc¢ita téch n ostatnich, teprve pak pripocte
tu posledni.)



6. Pro planovani vyletu do Krkonos pouzivame ceskou a polskou predpovéd pocasi.
Kazd4 ndm d4 bindrni vysledek hezky/osklivo a mé pravdépodobnost tspéchu p €
[0, 1]; obé pfedpovédi jsou nezévislé. Pouzivame je takto: pokud se shoduji, véfime
jim, pokud ne, hodime si korunou. Jaka je pravdépodobnost, ze se rozhodneme
spravné?

Bonusy

7. (Prosecutor’s fallacy) Pani C. umfely dvé déti krdtce po narozeni. Je obzalovana
za dvojnasobnou vrazdu. Zalobce argumentuje takto: Pravdépodobnost syndromu
ndhlého dmrt{ kojenct je 1/8500. TakZze pravdépodobnost dvou takovych jevu je
1/85002%. Tudiz pravdépodobnost, ze pani C. je nevinnd, je 1/85002, coz je hodné
malo. Formulujte argumenty zalobce v fe¢i pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé
chyby.

8. (Simpsoniiv paradox) V této tloze budeme mit bonbony dvou druhti: dobré ¢ervené
a nedobré zelené. Bonbony ale vybirdme z nadoby poslepu (nebo jsme barvoslepi).
Rozhodnéte, zda se mize stat nésledujici podivnost:

e Prii vytahovani bonbonu z bilé krabice mame vyssi pravdépodobnost, ze vy-
tahneme dobry bonbon, nez z ¢erné krabice.

e Pti vytahovani bonbonu z bilého sacku méme vyssi pravdépodobnost, ze vy-
tahneme dobry bonbon, nez z ¢erného sacku.

o Pokud presypeme bonbony z bilého siacku do bilé krabice (a z ¢erného do ¢erné
krabice), tak budeme mit lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu
v ¢erné krabici.

9. (Bertrandiv paradox) Rovnostrannému trojihelniku se stranou 1 opiSeme kruz-
nici, na té vybereme ndhodnou tétivu. Jaké je pravdépodobnost, ze délka tétivy je
vétsi nez 17
K procviceni
10. Logickd formule A = B je ekvivalentni obméné -B = —A. Budeme se
zabyvat analogiemi zahrnujicimi pravdépodobnost.

(a) Ukazte, ze pokud P(B | A) = 1, tak také P(A°| B¢) = 1.

(b) Ukazte, ze je v8ak mozné, aby P(B | A) =1, ale P(A° | B°) = 0.

11. Hazime dvakrat minci. Je vétsi pravdépodobnost, ze dvakrat padne panna, za
predpokladu, Ze prvni hod byla panna, nebo ze dvakrat padne panna, za predpokladu,
ze néktery hod byla panna?

12. Mame k nadob, v kazdé z nich a bilych a b ¢ernych mickt. Z prvni vybereme
nahodny micek, vhodime do druhé. Pak z ni vybereme nahodny micek, vhodime do
treti, atd. Jaka je pravdépodobnost, Ze z posledni nadoby vytdhneme bily micek?

13. Pokud vidime bilého pudla, zvysuje to nasi duvéru, ze je kazda vrana Cerna?



