13. cviceni z PaSti — 2021-06-02

Bayesovska statistika

1. Kvido zase pise test, tentokrat s deseti otdzkami, kazda mé tti volby. Pro kazdou
z otdzek nastane (nezdvisle na ostatnich) jedna ze dvou stejné pravdépodobnych
moznosti: bud se Kvido tuto latku uéil, otdzku ,,umi“ a odpovi uréité spravné, nebo
se neucil a tipne uniformné ndhodnou volbu.

(a) Pokud prvni otdzku odpovédél Kvido spravné, jaka je pravdépodobnost, ze tuto
otazku umél?

(b) Jakd je apriorni distribuce (pravdépodobnostni funkce) poctu otézek, které
Kvido umi?

(¢) Kvido odpovédél spravné na Sest otazek z deseti. Jakd je posteriorni distribuce
poctu otézek, které Kvido umél?

2. Stejny test pise nékolik studenti. Kazdy z nich patii (uniformné ndhodné) do jedné
ze t¥i skupin — vsichni v prvni skupiné umi otédzku s pravdépodobnosti ¥; = 0.3,
ve druhé s pravdépodobnosti ¥ = 0.7, a ve tfeti s pravdépodobnosti ¢#3 = 0.95.
Néhodné vybrany student odpovi spravné k otdzek (z deseti).

(a) Metodou MAP rozhodnéte, do které skupiny student patii.

(b) U budiz pocet otdzek, které student umi. Student odpovi spravné na 5 oté-
zek. Odvodte posteriorni distribuci, MAP odhad U a odhad U pomoci stfedni
hodnoty.

3. Mame dvé krabicky, v prvni jsou dva bilé a jeden ¢erny micek, ve druhé dva cerné
a jeden bily. Vybereme ndhodné jednu z krabicek (pravdépodobnost volby prvni
krabicky je p) a pak vytdhneme micek.

(a) Popiste, jak metodou MAP rozhodnout podle barvy tazeného micku, zda jsme
vybrali prvni nebo druhou krabicku.

(b) Pro p = 1/2 spoctete pravdépodobnost chybného rozhodnuti. Srovnejte s chy-
bou chybného rozhodnuti bez tahani micku.

4. Hazime cinknutou minci s pravdépodobnosti lice ©. Nase apriorni rozdéleni je
dédno funkei f = fo takovou, ze f(0) = f(1) = 0, f(0.5) = 2, f je linedrni na
intervalech [0,0.5] a [0.5,1] a f je nulovd mimo [0, 1].

Najdéte MAP odhad ©, pokud z n nezavislych hodua padl lic k-krat.

5. Predpokladejme, Ze policejni radar namérii rychlost auta vyssi o U ~ U(0,5).
Predpoklddejme, Ze skuteénd rychlost auta je V' ~ U(45,65). Metodou podminéné
pravdépodobnosti odhadnéte rychlost auta na zdkladé namérené rychlosti.



6. Pocet ndkupnich vozikt v obchodé je © — uniformné rozdélend ndhodné veli¢ina
s hodnotami {1,2,...,100}. Kazdy vozik m4 &islo (1, ..., ©). Na nasem voziku
(predpoklddame, Ze je uniformné ndhodny) je éislo X. Odhadnéte ©

(a) metodou MAP.

(b) pomoci podminéné pravdépodobnosti.

(Ijloha je podobna prikladu o Romeovi a Julii z prednasky, ale tam slo o spojité
ndhodné veli¢iny.)

7. Pocet minut mezi prijezdy autobust na zastdvku u koleji méa exponencialni roz-
déleni s parametrem ©, pouzijeme apriorni distribuci s hustotou fg(¥) = 109 pro
9 € [0,1/+/5] (a nula jinde — ovéite, Ze se jednd o hustotu).

(a) Jdeme na zastdvku a musime ¢ekat 30 minut. Jaka je posteriorni hustota a
odhad © (metodou MAP nebo podminénou stfedni hodnotou)?

(b) Provedeme pét méteni (jdeme na autobus pétkrat a zapiSeme si dobu ¢ekani).
Musime ¢ekat 30, 25, 15, 40 a 20 minut, predpokladédme, ze jednotlivé dny jsou
nezavisla méfeni se stejnym rozdélenim. Jaka je posteriorni hustota a odhad ©
(metodou MAP nebo podminénou stfedni hodnotou)?

8. Varianta problému z prednasky: Mame nezdvislé ndhodné veliciny Xi,..., X,.
Vsechny jsou uniformni na intervalu [0, 9], kde ¢ je hodnota n.v. ©. Apriorni distri-
buce © je uniformni na [0,1]. Na pfednédsce jsme méli n = 1, ted budeme predpo-
kladat n > 3.

(a) Najdéte odhad © pomoci pominéné pravdépodobnosti (pfi danych hodnotach

X1,y..., Ty veliCiny Xq,..., X,).

(b) Nakreslete graf podminéné stiedni kvadratické chyby (MSE) pro odhady MAP
a podminéné stfedni hodnoty, jako funkce & = max{z1,...,z,}, pro hodnotu
n =9.

(¢) Pokud z = 0.5, jak se vyvijeji odhad MAP a podminénd stfedni hodnota,
a odpovidajici stfedni kvadraticka chyba, v zavislosti na n — co?

The first rule of the Bayesian Conspiracy is that you talk about it exactly as much
as a non-member would.



