3. cviceni z PaSti — 2021-03-17

Hratky s ndhodnymi veli¢inami

1. Prokop hazi basketbalovym micem na kos, v kazdém pokusu mé pravdépodobnost
zdsahu p = 1/10, pokusy jsou nezdvislé. Skon¢i po prvnim zdsahu. Ozna¢me X
celkovy pocet hodu.

(a) Jakd je P(X > k)?

(b) Jaké je rozdéleni X? Tj. urcete pravdépodobnostni funkei px, tj. pro kazdé x
urcete P(X = ).

(c) Jakd je P(X > 10| X > 5)?

(d) Jaké je E(X)?

2. Pokracovani z minulé tlohy: ozna¢me ¥ = X mod 2, tj. Y = 0, pokud je X sudé,
jinak Y = 1. Urcete rozdéleni Y.

3. Quido také hazi micem na kos, ma pravdépodobnost ¢, ze se trefi. Ozna¢me Z
pocet zasahu z n pokusu. Urcete rozdéleni Z.

4. Necht X ~ Bin(m,p) a Y ~ Bin(n,p) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Bin(m + n,p).
5. Necht X = X3 + -+ X,,, kde pro kazdé i je X; ~ Bern(p). Pokud jsou veli¢iny
X1, ..., X, nezavislé, fikali jsme si na predndsce, ze X ~ Bin(n,p) (zatim bez
definice nezdvislych veli¢in . .. ). Ukazte na piikladu, Ze pokud omezeni na nezavislost
neuvedeme (tj. chceme jen X; ~ Bern(p)), tak X miZe mit i jiné rozdéleni.

6. (Kasino v St. Petérburgu) Hézime opakované minci. Pokud poprvé padla panna
v n-tém hodu, dostaneme odménu 2™ rubli. Kolik byste byli ochotni zaplatit za
Gcast v této hre?

7. V pytliku N bonb6nt, z nichz K je dobrych. Nahodné vytahneme dva, oznacime
X pocet dobrych vytazenych bonbdnt.

(a) Urcete E(X).
(b

) Muzete i napted Tesit pro tazeni jen jednoho bonbénu.
(¢) Jak se jmenuje rozdéleni n.v. X?
(*)

*) A co kdyZ vytdhneme t¥i, ¢ty¥i, ..., n bonbéni?

8. Necht X m4 uniformni® rozdéleni na mnoziné {a,a + 1,a + 2,...,b} (pro celd
éisla a < b). Uréete E(X) a var(X). Rozptyl je trochu osklivy na dopoéitdvani,
pripomente si vzorec z diskrétky na soucet druhych mocnin — nebo se omezte na
konkrétni priklad a = 1,b = 6. Pripomente si vzorec z prednasky:

var(X) = E(X?) - E(X)?.

1Tim se mysli, Ze vSechny hodnoty z dané mnoziny maji stejnou pravdépodobnost. Nékdy téz
rovnomeérné.



Randomizované algoritmy

9. Stupidsort t¥idi takto: vygeneruje rovnomérné ndhodnou permutaci prvki, otes-
tuje, zda je settidénd, a pokud neni, spusti se znovu. Jaka je stfedni hodnota poctu
pokusii, nez setfidénou permutaci najdeme? Jaka je stfedni hodnota ¢asové slozitosti
algoritmu (to je také ndhodnd veli¢ina)? A v jakém pravdépodobnostnim prostoru
se vlastné pohybujeme?

10. Pseudomedidn mnoziny X = {x1,...,x,} je jakékoliv x € X, které je vétsi nez
asponl n/4 prvku z X a mensi nez aspon n/4 prvka z X. Jinymi slovy kdybychom

mnozinu sefadili, pseudomediany lez{ v ,prostfedni poloviné“2.

Uvazujme nasledujici algoritmus na vypocet pseudomedidnu. Rovnomérné na-
hodné vybereme jeden prvek, ovérime, je-li to pseudomedian, a pokud neni, algorit-
mus spustime znovu.

Casova slozitost algoritmu je ndhodna veli¢ina (v jakém piesné pravdépodob-
nostnim prostoru?). Urcete jeji stfedni hodnotu. Umite urcit pravdépodobnostni
funkei?

11. k-t nejmensi prvek v mnoziné X miuzeme hledat nasledovné. Najdeme pivota
— néjaky pseudomedian p. Rozdélime mnozinu na

Xce={reX|z<p} a Xs={zecX|z>p}

o Pokud k < |X.|, rekurzivné hleddme k-ty nejmensi prvek v X .
o Pokud k = |X.| 4+ 1, je k-tym nejmensim prvkem pivot p.

o Jinak rekurzivné hleddme (k — |X<| — 1)-ty nejmensi prvek v X.

Nahlédnéte, ze tento algoritmus funguje. Pokud budeme pseudomedian hledat
podle predchoziho cviceni, jaka je stfedni hodnota casové slozitosti tohoto algoritmu?

Jak se stfedni hodnota zmeéni, pokud jako pivota vybereme rovnomérné nahodny
prvek p € X7

12. Quicksort je tridici algoritmus postaveny na stejné myslence rekurzivniho déleni.
Vybereme pivota p, rozdélime mnozinu na X a X . Rekurzivné setfidime X. a X-.
Nakonec slepime za sebe setfidénou X, pivota a setfidénou X-.

Nejprve opét uvazujme verzi, v niz volime pivota jako pseudomedian spocitany
nasim randomizovanym algoritmem. Dokazte, ze stfedni hodnota ¢asové slozitosti je
O(nlogn).

Poté uvazujme rovnomérné ndhodnou volbu pivota. Dokazte, Ze stfedni casova
slozitost je nadéle O(nlogn). Muze se hodit nésledujici trik: Nejdrive si vSimneme,
Ze Casova slozitost je linedrni v celkovém poctu porovnani C. Pak pro kazdé x; € X
zavedeme nahodnou veli¢inu C;, kterd bude fikat, kolika porovnani se x; zucastni.
Vsimneme si, ze C' = ), C; a pouzijeme linearitu stiedni hodnoty. A propos, v jakém
pravdépodobnostnim prostoru pracujeme?

2tedy prostiednich dvou &tvrtinich



K procviceni

13. Na dvanéactisténné kostce je jedna sténa oznacena jednickou, dvé dvojkou, ¢tyti
¢tytkou a pét pétkou, vSechny stény padaji stejné casto. Oznacime X vysledek jed-
noho hodu. Spoc¢itejte E(X) a var(X), vyéislete také smérodatnou odchylku o x .

14. Hugo upravil svoji hraci kostku tak, ze ze ¢tyrky udélal druhou Sestku; vsechny
stény padaji stejné cCasto. Oznaéime X vysledek jednoho hodu. Spoéitejte E(X),
var(X) a ox.

3 Smeérodatnd odchylka ox veli¢iny X se definuje jako v/var X.



