Nahodné prochazky

... kam jdete?

(verze 1.2 z 2021-03-18)

0. Bude prochazka!

Je ¢tvrtek kolem devaté vecer a banda matfyzakt se vraci z IPSka na kolej. Aby
to bylo zabavnéjsi, maji s sebou kostku s vhodnym poctem stén. Jakmile potkaji
kfizovatku nebo odbocku, hodi si kostkou a podle toho se rozhodnou, kam pijdou.
Dojdou timto zptisobem na kolej véas alespon na to, aby fyzici rano stihli télocvik
na opacné strané Prahy? Jak moc je budou bolet nohy?

Mapu Prahy si mlizeme piedstavit jako neorientovany graf a kfizovatky (nebo od-
bocky, které vnimame jako kiizovatky dvou cest) jako jeho vrcholy. Potom se pohyb
nasi polPSkové skupinky da popsat jako ndhodné prochizka na tomto grafu, kde
skupinka v kazdém vrcholu rovnomérné nahodné zvoli jednu hranu a vyda se po ni
(mize se i vracet). Nés zajima primérny ¢as, kdy dojdou na kolej. Pojdme to popsat
jesté trochu formalnéji.

1. Stifedni hodnoty

Zopakujme si nékteré pojmy z teorie pravdépodobnosti. Pokud vam toho mmnoho
neifkaji, nakouknéte do tvodniho textu od prof. Matouska na [itp://mj.ucw.cz)
Pyuka/19207dm/dm=-prob-2pp. pdj}

® Nihodny experiment mizeme popisovat diskrétnim pravdépodob-
nostnim prostorem, coz je konecna nebo spocetna mnozina ) ele-
mentdrnich jevi — to jsou rizné mozné vysledky pokusu. (Ptiklad:
hézime-li kostkou, elementarni jevy jsou ¢isla od 1 do 6.)

¢ Kazdému elementarnimu jevu w € €} je pfifazena néjaka pravdépo-
dobnost P(w) € [0, 1], pficemz pravdépodobnosti vSech elementér-
nich jevi se se¢tou na jednicku. (Piiklad s kostkou: v8echny elemen-
tarni jevy maji pravdépodobnost 1/6.)

® Pravdépodobnost mizeme priradit i sloZenym jevim — to jsou mno-
ziny elementdrnich jevii A C Q a P(A) definujeme jako ) . 4 P(w).
(Priklad: Jev ,na kostce padne sudé éislo“ je vlastné mnozZina ele-
mentarnich jevi {2,4,6} a ma pravdépodobnost 3/6 = 1/2.)

® Ndhodnd veli¢ina (nebo také ndhodnd promeénnd) fikdme libovolné
funkci, kterd elementarni jevy ohodnocuje ¢isly, tedy typicky funkci
X : Q@ — R. (Piiklad: Pokud hézim dvojici kostek, elementarni
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jevy jsou {1,...,6}2, ndhodn4 veli¢ina miZze byt tfeba soudet ¢isel
na obou kostkach.)

® Booleovské podminky tykajici se ndhodnych veliin se chovaji jako
slozené jevy. Tfeba [X = 5] je mnozina vSech elementarnich jevi w,
pro které plati, ze X(w) = 5. Tim pddem mtizeme podminkdm i
pfifadit pravdépodobnost a psat tfeba P[X = 5] (od bézné pravdé-
podobnosti budeme rozliSovat hranatymi zavorkami).

e Stredni hodnota E[X] ndhodné veli¢iny X je priumér hodnot vazeny
pravdépodobnostmi, tedy E[X] = > ., X(w)- P(w). (Pozor na to,
ze pokud je elementarnich jevli nekonec¢né, jednéd se o nekonecnou
sumu, kterd nemusi konvergovat!)

¢ Alternativné mizeme stiedni hodnotu napsat jako E[X] = i a-
P[X = a]. To je sice nekonefnd (dokonce nespocetnd!) suma, ale
nenulovych je nejvyse spocetné ¢lent.

e Dulezité vlastnost stfedni hodnoty je linearita: plati E[aX +8Y] =
aE[X] + BE[Y] pro jakékoliv dvé ndhodné veli¢iny X a Y a kon-
stanty «, 8 € R. (Tedy samoziejmé pokud vSechny tyto stfedni
hodnoty existuji.)

Casto budeme studovat, jak dlouho musime néco zkousSet, nez se ndm to povede.
Predstavte si tieba, Ze hazime kostkou tak dlouho, neZ ndm padne Sestka.*

Pocet hodidl do prvni Sestky je né€jakéd celociselnd ndhodné veli¢ina X. Jednicce je
rovna, pokud hned prvni hod je Sestka, coz mé pravdépodobnost 1/6. Dvojce, po-
kud poprvé Sestka nepadne a podruhé padne, tedy 5/6 - 1/6. Obecné P[X = k] =
(5/6)F1.1/6.

Pokud nebudeme ¢ekat zrovna na Sestku, ale na néjaky jev, ktery pokazdé nastane
s pravdépodobnosti p (tfeba jdeme se dzbdnem pro vodu a zajima nés, jestli se
utrhne ucho), dostaneme P[X = k] = (1 — p)*~1 . p.

Stfedni pocet hodu do prvni Sestky by se tedy podle definice stfedni hodnoty dal
napsat takto:

E[X]=) k-PIX=k=) k-(1-p)* " p

k>1 k>1

Jenze komu by se chtélo scitat nekonecnou fadu? PomiZeme si tedy nasledujici
uvahou zalozenou na linearité stfedni hodnoty: prvni hod provedeme vzdycky a pak

S tim, v jakém pravdépodobnostnim prostoru se pohybujeme, musime trochu opa-
trné, protoze vSech nekonecnych posloupnosti hodt je nespocetné mnoho, takze by
prostor nebyl diskrétni, ¢imz by sumy zdivocely a staly by se z nich integraly se
vSemi svizeli, které to prinasi. Tak se omezime jen na ty posloupnosti, které skonci
prvni Sestkou, a ty zbyvajici bez Sestek zanedbame, protoze stejné maji nulovou
pravdépodobnost. Vérte nam prosim, ze vime, co délame, a pripadné se ptejte.
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s pravdépodobnosti 1 — p zkousime dél. Dostaneme tedy:

E[X]=1+(1-p)- E[X].
Ejhle, to je linearni rovnice s nezndmou E[X], jejimZ FeSenim je evidentné E[X] =
1/p." Plati tedy nésledujici tvrzeni:

Lemma: (o dzbdnu) Cekéni na udalost, kterd nastane s pravdépodobnosti p, trva ve
stfedni hodnoté 1/p krok.

Ukol 1.1: Nage tivaha s linearni rovnici je hezka, ale trochu neformalni (byt by se
dala provést zcela korektné pomoci podminénych stiednich hodnot, coz je analogie
podminénych pravdépodobnosti). Mizete zkusit vymyslet n&jaky trik, jak fadu pro
E[X] seéist ¢isté prostfedky matematické analyzy.

2. Bloudime po grafech

Zpatky k prochazkdm po grafech. Mé&jme néjaky graf G, vyrazime z vrcholu u a
budeme nahodné bloudit tak dlouho, nez dorazime do vrcholu v. Pocet krokt, které
pritom udélame, je néjakd ndhodna velicina. Jeji stfedni hodnoté se iika hitting time
(tikejme t¥eba bloudici ¢as) z u do v a znadi se h(u, v), nebo nékdy presnéji hg(u,v).
Podobné se definuje cover time (pokryvaci ¢as) cq(u): ten Fikd, jak dlouho v priméru
trva prochazka z u, nez navstivime tplné vSechny vrcholy grafu.

Tyto veli¢iny budeme obcas studovat i pro grafy s orientovanymi hranami, pripadné
se smyckami. Zacnéme jednoduse. . .

Ukol 2.1: Spocitejte hitting time h(u,v) pro ,usatou hranu“:

(Ne—e

u v

Ukol 2.2: Spocitejte hitting time h(0,2) pro cestu délky 2:
r——o—0

0 1 2
Ukol 2.3: Spocitejte hitting time h(0,3) pro cestu délky 3:

0 1 2 3

Maéte pravdu, zase trochu $vindlujeme. Tady drze pfedpokladdme, Zze E[X] existuje
a je koneCn4, jinak by rovnice neméla jednoznacné feseni. Ale to si miZeme ovérit
aplikovanim néjakého kriteria konvergence na tu predchozi nekoneénou sumu. Mlcky
budeme o vSech stfednich hodnotach predpokladat, Ze existuji, a slibujeme vam, Ze
to bude vzdy pravda.



Ukol 2.4: Plati v neorientovanych grafech h(u,v) = h(v,u)?

Ukol 2.5: Spocitejte hitting time h(0,3) pro usatou cestu délky 3. Viimnéte si, ze
nezalezi na tom, jestli ve vrcholu 3 je ucho, protoze do néj nikdy nemutizeme vstoupit.

Ukol 2.6: Spocitejte hitting time h(0,n) pro cestu délky n.
Ukol 2.7: Spocitejte hitting time h(0,n) pro cestu délky n s uchem ve vrcholu 0.
Ukol 2.8: Spoditejte hitting time mezi dvéma, protilehljmi vrcholy kruznice délky 2n.

Ukol 2.9: Spocitejte hitting time mezi dvéma (pevné zvolenymi) nejvzdalendjsimi
vrcholy kruznice délky 2n + 1.

Ukol 2.10: Spocitejte hitting time mezi dvéma riéiznymi vrcholy tplného grafu na
n vrcholech.

Ukol 2.11: Spocitejte cover time tiplného grafu na n vrcholech. Diky symetrii nezalezi
na tom, ve kterém vrcholu za¢neme.

3. Nejbloudivéjsi ze viech bludist

Ted si polozime hrozné obecnou otézku: Jaké bludisté je pro ndhodného bloudiciho
nejbloudivéjsi? Jingmi slovy chceme najit pro libovolné velké n (souvisly neoriento-
vany) graf na n vrcholech takovy, Ze hitting time mezi néjakymi dvéma jeho vrcholy
bude nejvétsi mozny. Necht f(n) je tento maximéaln{ hitting time. Co umime Fici
o funkci f? Jak rychle mutze rist?

Ukol 3.1: Najdéte co nejbloudivéjsi bludisté na n vrcholech.

Dal pokracujte azZ poté, co vyresite vetsinu uloh
z predchozich kapitol.



4. Kouzelna véta o odporech

Nahodné prochazky v grafech maji necekané fyzikalni souvislosti. Predstavte si, ze
graf budeme ¢ist jako schéma elektrického obvodu: hrany budou rezistory o odporu
1Q, propojené ve vrcholech. Pak se mtizeme ptat na odpor R(u,v) mezi libovolnymi
dvéma vrcholy u a v (pfesnéji feceno R(u,v) bude hodnota tohoto odporu v ohmech).

Priklad: Pro cestu z 0 do n je R(u,v) = n — jedna se o n jednotkovych rezistoru za-
pojenych sériové a pii sériovém zapojeni se odpory s¢itaji. Snadno spocitame i odpor
mezi protilehlymi vrcholy kruznice délky 2n: jedna se o dvé cesty délky n zapojené
paralelné. P¥i paralelnim zapojeni se s¢itaji vodivosti (pfevracené hodnoty odport)*
Takze vyjde 1/(1/n+ 1/n) = n/2.

7 carodéjného klobouku vytdhneme nasledujici vétu:
Véta: h(u,v) + h(v,u) = 2mR(u,v), kde m je celkovy pocet hran grafu.’

Vétu dokazovat nebudeme, ale dé€la se to zhruba tak, Ze napisete soustavu linearnich
rovnic pro proudy podle Kirchhoffovych zédkoni, druhou soustavu rovnic pro hitting
times (jako jsme délali v pfedchozi kapitole) a vSimnete si, Ze obé soustavy jsou
regularni a navic stejné, takze musi mit stejné reseni. Poradny dikaz najdete tfeba
v knizce Randomized algorithms od Motwaniho a Raghavana.

Na vété je pekné, ze se da pouzivat obéma sméry: nékdy mizeme pomoci matematic-
kych tivah o ndhodnych prochazkach vytesit fyzikalni problém, jindy zase ivahami
o odporech spocitat hitting time v néjakém zaludném grafu.

Priklad: Napiiklad je trividlni spocitat hitting time mezi konci cesty délky n. Podle
véty plati h(0,n) +h(n,0) = 2n?. Navic ze symetrie vime, Ze h(0,n) = h(n,0). Proto
h(0,n) = n?. Ale miiZeme ziskat i mnohem obecnéjsi vysledek:

Ukol 4.1: Spocitejte h(u,v) + h(v,u) mezi dvéma vrcholy stromu. Jaky je tedy nej-
bloudivéjsi ze vSech stromil na n vrcholech?

Ukol 4.2: Dokaite, Ze pokud u a v jsou spojené hranou, pak h(u,v) + h(v,u) < 2m.

Ukol 4.3: Dokazte, Ze cover time jakéhokoliv souvislého grafu je nejvys 2nm. Navod:
vyberte si néjakou kostru a postupné ji obchéazejte — vzdy, kdyZ chcete prejit po
néjaké hrané, nechte ndhodnou prochézku bézet tak dlouho, nez se dostane na druhy
konec hrany. Sestrojena prochazka samoziejmé muze cely graf projit dfiv, nez obejde
kostru, ale na nerovnost to staci.

Jelikoz pocet hran vzdy spliiuje m < (;”) < n?/2, miizeme cover time dokonce omezit
funkci n3. Tim padem ani Z4dny hitting time nepfekroé¢i n®. Dokazete sestrojit graf
s hitting time fadové n® a tim vyfesit kol @

Pro tplnost dodejme, Ze jednotka vodivosti je siemens (S). Ale neoficialné se pouziva
spi§ mho se znackou U :)

Vsimnéte si, jak elegantné jsme vybruslili z toho, Ze hitting time je asymetricky,
zatimco odpory symetrické.



5. Univerzalni prochazeci posloupnosti
Bonbdnek na zavér, spis na ukazku toho, jak se da s ndhodnymi prochazkami ¢arovat.

Predstavte si bludisté ve ¢tvercové siti s uréenym c¢tvereckem, kde zac¢indme bloudit.
KdyZz ndm nékdo d4 né&jakou posloupnost ptikazt {vlevo, vpravo, nahoru, doli }, mi-
zeme podle ni chodit po bludisti (kdyby po nas posloupnost chtéla, abychom narazili
do zdi, budeme prosté piikaz ignorovat).

O posloupnosti fekneme, ze je prochdzect, pokud pomoci ni projdeme celé bludiste.
Posloupnost je univerzdlni prochdzeci, pokud je prochézeci soucasné pro vsSechna
bludisté zadané velikosti a vSechny pocateéni étverecky. Cili néco jako knizka ,Jak
pohodlné projit kazdé bludisté (priivodce pro Gplné zacateéniky)“. Tedy pohodIné. ..
jak dlouhd takové posloupnost vlastné muze byt (vzhledem k velikosti bludisté)?
Exponencialné dlouhou urcité mizeme vyrobit néjakym poslepovanim prochéazecich
posloupnosti pro vSechna bludisté. Ale prekvapivé existuje i polynomiélné dlouha!

Nejdfiv tlohu trochu zobecnime. Uvazujme néjaky d-regulérni graf G (to znamen4,
7e vSechny vrcholy maji stejny stuperi d). V kazdém vrcholu si pofidime né&jaké
ocislovani jeho hran ¢isly od 1 do d; konce jedné hrany mohou mit rizna ¢isla. Kdyz
nam nékdo zadad pocatecéni vrchol vy a néjakou posloupnost z1,...,2; € {1,...,d},
muZeme podle této posloupnosti chodit po grafu: kdykoliv pfijdeme do néjakého
vrcholu, dalsi prvek posloupnosti ndm fekne, kterou hranou mame pokracovat.

Opét miazeme nadefinovat prochazeci posloupnost pro dany graf a univerzalni pro-
chézeci pro vSechny grafy na n vrcholech. A pokud prvky posloupnosti volime rov-
nomérné nahodné, dostavame nasi zndmou nahodnou prochazku.

Ukol 5.1: Necht G je d-regularni graf na n vrcholech a vy néjaky pocateéni vrchol.
Dokazte, Ze ndhodné posloupnost délky 2n? je prochézeci s pravdépodobnosti aspoi
1/2. Névod: pouzijte vysledky z pfedchozi kapitoly a Markovovu nerovnost: Pokud
X je néjaka nezdporna nadhodna veli¢ina, tak P[X >t E[X]] < 1/t.

Ukol 5.2: Pokracujme v pfedchozim tikolu: pokud bude posloupnost dlouglé 2n®, pak
pravdépodobnost toho, Ze pro dany graf neni prochézeci, je nejvys 1/2™.

Ukol 5.3: Spocitejte, kolik dvojic (graf, poc¢atecéni vrchol) existuje na n vrcholech.
Dokazte, Ze pravdépodobnost toho, Ze ndhodna posloupnost délky 2n® neni procha-
zecl pro aspon jeden graf, je ostfe mensi nez 1.

Z toho vime, Ze ndhodna posloupnost délky 2n° je univerzalni prochazeci s pravdépo-
dobnosti ostfe vétsi nez 0. Proto musi existovat aspon jedna univerzalni prochazeci
posloupnost této délky!

N4&s dikaz je nicméné nekonstruktivni: viibec jsme se z néj nedozvédéli, jak takovou
posloupnost najit rychleji nez vyzkousenim exponencialné mnoha moznosti. Pokud
vime, zatim to neumi nikdo. Budete prvni? :)

Ukol 5.4: Pro malé k (¢tvereckové bludisté ma k = 4) se da posloupnost vyrazné
zkratit. Zkuste to.



