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0. Paralelni pocitace

Vyvoj vypocetni techniky jde stale milovymi kroky kupfedu. Uz nyni je ale velmi na-
ro¢né zvysovat pocet operaci, které jeden procesor za jednotku ¢asu zvladne, a hrozi,
7e v ne a7 zas tak vzdalené budoucnosti narazime na fyzikalni limity (mozné se to
mize zdat prekvapivé, ale existuji). Je zde ale jednoduché Feseni — potridime si vic
procesoru. A nebudeme se nijak uskromiiovat, neztistaneme u dvou, ¢tyft, nebo tfeba
u tisice; pocet procesorii, které budeme pouzivat, bude zavisly na velikosti problému,
ktery budeme fesit.

Kazdy procesor bude umét zhruba to, co byste od bézného procesoru cekali (vice
v technické odboéce déle). Pii viceprocesorovém pocitani ale narazime na nékolik
problémt. Prvnim z nich je synchronizace. Tu vyfesime jednoduse: Nase procesory
budou vSechny vykonavat ten samy program, a dokonce budou v jeho vykonavani
vzdy na tom samém misté. To naptiklad znamena, Ze je-li v nasem programu kon-
strukce typu if podminka then ... else ..., nejprve budou procesory, které vy-
hodnotily podminku jako nesplnénou, cekat na ty, které ji vyhodnotily jako splnénou,
nez dokonci vétev if, a pak budou naopak ty, které vyhodnotily podminku jako splné-
nou, ¢ekat, az ostatni dokon¢i vykonavani vétev else. Podobné mame-li v programu
cyklus, procesory, které ho opusti dfive, ¢ekaji, dokud ho neopusti vSechny.

Jenze ups, to by pak nase procesory nebyly o nic lepsi, nez jeden jediny procesor,
vzdyt by délaly vzdy vSechny piesné to samé. Proto fekneme, Ze kazdy procesor
obsahuje (read-only) registr id, v némz je napsané jeho ¢islo. Dale ma kazdy procesor
jesté svoji vlastni pamét, v niz muze mit data, ke kterym mé pfistup pouze on.
Domluvime se, Ze lokalni proménné budeme pojmenovavat pouze malymi pismeny,
kdezto proménné ve spolecné paméti vSech procesori budeme pojmenovavat velkymi
pismeny.

Takze napriklad nasledujici funkce pricte ke vsem prvkam pole jednicku: kazdy pro-
cesor si vezme na starost jednu buriku. Zvladnou to v konstantnim case, ale potre-
bujeme tolik procesort, kolik je prvki pole.

def PrictiJedna(POLE):
a = POLE[id]
a=a+1
POLE[id] = a



Totéz bychom samoziejmé mohli napsat i bez proménné a na jediném fadku.

V praxi se ale vétsinou nesetkdme s problémy, které jdou vyfesit na kazdém prvku
vstupu zvlast, bez toho, aby si procesory musely preddvat mezivysledky. To nés
ptivadi k druhému problému, co kdyby se vic procesorii pokouselo soucasné pristu-
povat k tomu samému mistu v paméti? Proto zavedeme 4 modely, ve kterych budeme
ulozky Tesit.

¢ EREW neboli Exclusive Read Exclusive Write. V tomto modelu
nas program zahlasi chybu (a poéitaé se se skiipénim zastavi), po-
kud se dva procesory pokusi soucasné pristoupit k téze burce pa-
meéti.

e CREW neboli Common Read Exclusive Write. V tomto modelu je
povoleno, aby vice procesorii ¢etlo z jedné bunky, nikdy vSak nesmi
vice procesoril do jedné bunky zapisovat.

¢ CRCW Common. V tomto modelu je povoleno, aby vice proce-
sorll Cetlo z jedné bunky, a do jedné bunky smi i vice procesori
soucasné zapisovat. M4 to ale hacek. Pokud se pokusi vic procesori
soucasné zapisovat do jedné bunky, musi se vSechny shodnout —
tedy zapisovat to samé ¢islo. Pokud se vice ruznych procesoru sou-
¢asné€ pokusi zapsat ruzna €isla do téZe bunky, tak nejen, Ze zapis
neprobéhne, ale cely program spadne.

e CRCW Priority. V tomto modelu mohou z jedné bunky procesory
libovolné ¢ist i do ni zapisovat. Pokud se dva procesory pokusi sou-
Casné zapsat do téze bunky, zistane v ni to, co tam zapsal procesor
s nejnizsim id.

Technicka odbodéka

Pokud mate pocit, ze chidpete, co by mély nase procesory umét, nebo znate vypo-
¢etni model RAM, muzete tuto sekci s klidem preskocit. Jinak zde ale v kratkosti
vysvétlime, co vSechno by mél pocita¢ umét.

V nasich problémech budeme potiebovat pouze tfi typy proménnych: ¢iselné, logické
a pole. Ciselnd proménna je proménnd, do niz se vejde piirozené ¢&islo velké maxi-
malné polynomialné ve velikosti vstupu. To znamen4, ze naptiklad soucet vSech cisel
na vstupu se vam do jedné burniky vejde, jeho druha, tteti, ¢i libovolna jina konstantni
mocnina také, ale tieba soucin vsech ¢isel na vstupu uz nemusi. Logickd proménné
je prosté ,,Ano“ nebo ,,Ne“. Pole miize obsahovat bud ¢iselné nebo logické polozky
a muze byt jednorozmérné i vicerozmeérné.

Pocita¢ umi vyhodnocovat vyrazy. Co to je vyraz? Samotné ¢islo je rozhodné vy-
raz. Také samotné oznaceni ¢iselné proménné je vyraz. Pokud mame dva vyrazy,
jejich soucet, rozdil, celoc¢iselny podil, modulo i soudin je také vyraz. Pokud p je
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pole, plvyraz] je také vyraz (znacici vyraz-tou polozku pole p). Nakonec umi i
bitové operatory AND, OR, XOR, >> a <<. Operatory >> a << jsou bitové posuvy, tedy
a<<b je a-2” a a>>b je |a/2"], kde a i b jsou vyrazy. AND, OR a XOR aplikuji pfi-
slusny logicky operator na ¢islo po bitech, tedy 11005 AND 10102 = 10002, 1100,
OR 10105 = 11105 a 11005 XOR 10105 = 01105. Opét mohou byt oba argumenty
téchto operatort libovolné vyrazy.

Pocita¢ umi vyhodnocovat i logické vyrazy. Samotné ,, Ano* nebo ,Ne“ jsou logické
vyrazy, stejné jako logické proménné. Pokud mame dva vyrazy, mizeme je porovnat
pomoci operdtori =, #, <, >, < i > a dostaneme logicky vyraz. Mame-li logicky
vyraz, mizeme ho znegovat a dostaneme logicky vyraz. Déale pokud méme dva logické
vyrazy, muzeme je spojit pomoci logickych spojek AND, OR nebo XOR a dostaneme
opét logicky vyraz.

V obou typech vyrazl smime samoziejmé pouzivat zavorky.

Pocitaci mtzeme napsat funkci a tu nasledné vyhodnotit. Pokud nadefinujeme funkci
f (x), mtzeme ji pozdéji nechat vyhodnotit. Samoziejmé si mtizeme poridit i funkei
o vice parametrech. Pokud méa funkce navratovou hodnotu, je f(x), kde x miZe
byt vyraz, logicky vyraz i pole, samo o sobé vyraz. Funkci mizeme volat z naseho
programu i opakované. Pocita¢ sam od seme umi funkci délka(pole), ktera jako
parametr prijima pole a v konstantnim case vrati jeho délku.

Pocita¢ umi vyhodnotit pfifazovaci ptikaz a=b, kde a je bud ¢iselnd proménnd nebo
plvyraz] pro pole p, a b je libovolny vyraz. Dale umi konstrukci typu if (logicky
vyraz) then ... else ... a konstrukci typu while (logicky vyraz) do ....
Protoze vétsinou nebudeme psat celé programy, ale pouze funkce, vstup a vystup
nebudeme FeSit, vstup budou prosté parametry funkci a vystup jejich navratové
hodnoty. Ve funkci muizeme pouzit return a, kterjy ukonéi vykonavani funkce a
vrati a jako navratovou hodnotu (za kazdy procesor zvlast). Opét véechny procesory
¢ekaji, dokud posledni z nich vykonavani funkce neukonci.

Pocitac¢ si umi pofidit novou proménnou, jak lokalni, tak sdilenou, a to jakéhokoli
typu. Pro zjednoduseni budeme predpokladat, ze i pole (libovolné velikosti) si umime
poridit v konstantnim case.

K zavéru této odbocky jesté pozndmka k modeliim — nikde se nepise, zda mizeme
z jedné bunky v témze kroku ¢ist i do ni zapisovat. To povolime ve vSsech modelech
s tim, Ze vSechna ¢teni probéhnou pred vSemi zapisy.



1. Prvni sada tulozZek

V této sekci se budeme snaZit vyFeSit naSe problémy primérné co nejrychleji a
sekundarné pomoci co nejmensiho poctu procesoru ve vSech étyfech modelech. Ne-
muzeme si vSak dovolit Gplné libovolné mnozZstvi procesort. Pozdéji si ukdzeme, Ze
v takovém pripadé by Sel témérf jakykoli problém vyftesit v konstantnim case. Bude
nam muset stacit polynomialné mnoho procesori — tedy musi existovat polynom P
takovy, ze pokud méame vstup délky n, budeme pot¥ebovat P(n) procesorti. Naopak
jesté podotkneme, ze bychom se méli snazit hledat algoritmy rychlejsi, nez linearni.

Pocet procesorti, které ma nase funkce k dispozici v zavislosti na délce vstupu, je
soulésti jeji specifikace (do FeSeni to mlizete prosté napsat pred vas kéd). Pocet
procesoru, ktery bude na dany vstup potfeba, by ale mél jit z jeho délky spocitat
jednim procesorem v konstantnim c¢ase. Formalné si to mtizeme predstavit tak, ze
se na zacatku nasi funkce spusti jen jeden procesor, a ten si nejprve fekne, kolik
procesoru se ma spustit, a az potom zac¢ne samo vykonavani vasi funkce.

Vstup i vystup si budeme predavat v proménnych ve sdilené paméti. Pokud je vystu-
pem jediné ¢islo, budeme ho zapisovat do proménné RESULT. Vsimnéte si, Ze vracet
ho jako vysledek z funkce returnem nefunguje, protoze tehdy muze kazdy procesor
vracet jiné ¢islo.

Ukol 1.1: Na vstupu méte pole P. Zjistéte, zda se v ném nachézi jednicka.

Ukol 1.2: Na vstupu maéte pole P jedni¢ek a nul. Najdéte nejnizsi index i takovy, ze
P[i]=1.

Ukol 1.3: Na vstupu méte pole &isel P. Spoéitejte jejich soudet.
Ukol 1.4: Na vstupu méte pole ¢isel P. Spocitejte hodnotu jejich minima.

Ukol 1.5: Na vstupu méte dvé binarni ¢isla (zadan jako pole jednicek a nul s tim,
Ze jejich nultd burika obsahuje cifru na misté jednotek). Tato dvé ¢isla porovnejte
na nerovnost (tj. vratte ,,Ano*, pokud je prvni vétsi, jinak vratte ,Ne*).

Ukol 1.6: Opét jsou dana dvé binarni é&isla. Sectéte je (s vysledkem vracenym po-
dobné jako se vstupem po cifrach v poli).

Ukol 1.7: A dotfetice dvé binarni ¢sla. Vynasobte je.

Vv

Dal pokracujte azZ poté, co vyresite alespon cast uloh
z této kapitoly.



2. Intermezzo o praci

Jak jste si asi vSimli, problémy umime v nasem modelu fesit opravdu rychle. Co
kdyby ale nékdo nasSe paralelni programy pustil na normalnim stroji s jednim pro-
cesorem (tak, ze by procesor nejprve vykonal prvni krok kazdého vldkna, pak druhy
a tak déle). Oj, to bychom se na vysledek nadekali. Mohli bychom zkusit psit nase
programy tak, aby byly rychlé v paralelnim svéte, a pfitom (alesponi asymptoticky)
pouzitelné i ve svété bézném, sekvencénim. Proto nadefinujeme praci, pomoci které
budeme mérit, jak dobry by algoritmus byl, kdyby se pustil sekven¢né.

Definice: Prdce, kterou algoritmus vykona, je soucin celkového poctu procesort, které
vyuzije, a po¢tu instrukci, nez posledni z nich dobéhne a algoritmus vrati vystup.

To znamenad, Ze napiiklad pfimocary paralelni algoritmus na vypocet souctu pole,
vykona praci O(nlogn), a to presto, ze vlastné pouze v prvnim kroku délaji vSechny
procesory néco smysluplného, a kdybychom pocitali ¢as pouze pfes procesory, které
zrovna néco délaji, dostali bychom O(n).

Ukol 2.1: Na vstupu maéte pole ¢isel P. V modelu CREW zjistéte hodnotu jeho
minima v logaritmickém case, ovSem pouze s linearni praci.

Ukol 2.2: Reste predchozi tlohu v modelu CRCW Common. Zkuste najit algoritmus
rychlejsi nez logaritmicky (byt ne nutné konstantni), ktery ale pouzije pouze linedrné
mnoho procesoril.

3. Druha sada tlozek

Jak jste si na prvni sadé ulozek nejspise vyzkouseli, model EREW je typicky stejné
silny jako CREW, jen je mnohem otravnéjsi. Proto ho nadale nebudeme zkoumat.
Podobné CRCW Priority je obvykle stejné rychly jako CRCW Common, a navic jsou
v ném feseni casto méné zajimava. Proto feste nasledujici llozky pouze v modelech
CRCW Common a CREW.

Omezeni z prvni fady tlozek (polynomidlné mnoho procesorii, potfebny pocet pro-
cesorl spoditatelny v konstantnim ¢ase) stale plati.
Ukol 3.1: Na vstupu mate pole P &isel. Setfidte jej. Pokud vdm to pomiize, miizete

predpokladat, ze cisla v poli jsou po dvou rizna. Vysledek mizete vratit rovnou
v ptivodnim poli.

Ukol 3.2: Na vstupu méate pole P ¢isel délky n. Spoditejte jeho pole prefixovych
souctl, tedy pole S délky n takové, ze pro kazdé k<n plati

S[k] = Zp[i].

Ukol 3.3: Na vstupu mate graf zadany pomoci matice sousednosti (tj. mate dvojroz-
mérné pole E takové, ze E[1, 3] je jednicka, pravé kdyZ mezi vrcholy i a j je hrana).
Zjistéte, zda je graf souvisly.



4. Dost bylo praxe

Na predchozich tlozkéch jste si osahali, jak modely funguji. Ted by bylo pékné o nich
dokézat néco obecného.

Ukol 4.1: Zkuste néjak dat do souvislosti rychlosti programii v jednotlivich mode-
lech. Tvrzeni, ktera hledame, zhruba zapadaji do nasledujici sablony:

,Pokud model vyTesi néjaky problém s n procesory v case t, pak ho model
umi vytesit v éase f(t,n) s g(t,n) procesory, kde f(t,n) = ag(t,n)=__.

“

Ukol 4.2: Dokaizte, 7e vase feSeni flkoluE na CREW je nejrychlejsi mozné (asymp-
toticky).

5. Myslite, Ze O(logn) bylo rychlé?

Jak jsme vam v prvni kapitole slibili, na zavér se podivame, co by se stalo, kdybychom
mohli mit i exponencidlné mnoho procesorid. Pro potfeby téchto tlozek je nutné
mirné pfiohnout model. V technické odbocce jsme se zminili, Zze do jedné ciselné
burniky se vejdou ¢isla pouze polynomialné velkd vzhledem k velikosti vstupu. Jenze
v takovém pripadé by pii exponencialné mnoha procesorech mnohé z nich nedokazaly
pocitat se svym vlastnim id. Povolime tedy v ¢iselnych bunkach libovolné velka ¢isla.

Protoze prace s libovolné velkymi vstupy je ¢asto nepohodlné, mutzete tam, kde se
vam to bude hodit, pfedpokladat, Ze velikost vstupu je mocnina dvojky (mj. proto, Ze
spoc¢itat na jednom procesoru a™ trva pro obecné a O(logn) ¢asu, ale pro a mocninu
dvojky to zvldadneme v konstantnim ¢ase pomoci operdtoru <<). Rozmyslete si také,
7e na nasem paralelnim pocitaci umime v konstantnim ¢ase spocitat horni celou ¢ast
dvojkového logaritmu ¢isla.

Ukol 5.1: Na vstupu méte ¢islo zadané po bitech v poli podobné jako v tkolu E
V modelu CRCW Common spoététe jeho hodnotu v konstantnim ¢ase. Pokud n je
délka pole, pouzijte n - 2" procesorti.

Dal pokracujte aZ poté, co si alespon zkusite roz-
myslet predchozi ukol.



K predchozimu tikolu drobné poznamka. Mozna jste si vSimli, Ze pocet procesori
nen{ optiméalni, a to ani asymptoticky. Smutnou zpravou ale je, ze (dokud zista-
vame u exponencidlniho mnozstvi procesort) nic takového jako asymptoticky nej-
niz$i mnoZstvi procesorit nutné na vyfeSeni problému v éase O(1) neexistuje. Pokud
mame program ktery bézi v Case t(n) s p(n) procesory, mizeme jisté navrhnout
program, ktery pobézi v ¢ase t(n) + O(1) s 2p(n/2) procesory tak, ze p(n/2) pro-
cesortt vytesi spodni pilku disla, jingch p(n/2) vytesi horni pilku, a pak né&jaky
procesor horni pilku vynasobi pfislusnou mocninou dvojky a obé pilky secte. Jenze
pro (super)exponencialni funkce 2p(n/2) ¢ ©(p(n)), naptiklad v nasem pfipadé jsme
zmensili pocet procesorii z n- 2" nan-2"% =n - \/in, coz je zjevné zlepsSeni o vic
nez o konstantu.

Ale ouha, kdybychom toto zlepSeni uplatnili rekurzivné, az dokud se nedostaneme
nan = 1, sice jsme snizili pocet procesort az na 2n, ale vSechna O(1), o ktera se ndm
pri kazdém kroku zhorsila ¢asova slozitost, se ndm poscitala na O(logn) a algoritnus
tedy jiz neni konstantni. Zavérem by mohlo tedy byt, Ze umime problém E fesit
v konstantnim c¢ase a s poctem procesorti n - a”, kde a je libovolné redlné Cislo ostie
vétsi nez jedna. K ¢emu jsme vSak chtéli dojit, je, Zze ne ve vSech problémech dava
dobry smysl snazit se asymptoticky optimalizovat pocet procesort.

Stejné jako predchozi otazku, i vSechny dalsi budeme fesit v modelu CRCW Com-
mon.

Ukol 5.2: Na vstupu méate graf (opét zadany matici sousednosti). Zjistéte, zda je
souvisly.

Ukol 5.3: Na vstupu maéte pole pfirozenych ¢isel mensich nez k. Spoditejte jeho
soucet. Pozadovany pocet procesort muize byt zavisly nejen na délce pole, ale i na k.

Ukol 5.4: Na vstupu mate graf a dva jeho vrcholy. Spoctéte jejich vzdélenost (pocet
hran na nejkratsi cestg).

Ukol 5.5: Vhodné doplitte a nasledné dokazte nasledujici vétu: Mé&jme libovolny
problém, ktery umime na stroji s jednim procesorem vytesit v ¢ase t(n) a vSechny
mezivysledky jsou velké nejvyse v(n), kde ¢ a v jsou funkce spocitatelné v konstant-
nim ¢ase na jednom procesoru. Pak tento problém umime vyfesit v modelu CRCW
v konstantnim case s procesory.




