4. Goldbergiv algoritmus

Predstavime si jesté jeden algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti. Bu-
de daleko jednodussi nez Dinictuv algoritmus z pfedchozi kapitoly a po par snadnych
tpravach bude mit stejnou nebo dokonce lepsi ¢asovou slozitost. Jednoduchost algo-
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Vliny a prebytky
Znaceni z minulych kapitol, které se nam bude hodit:
esit S = (V,E,z,s,¢): V je mnozina vrcholi, E mnoZzina hran,
z zdroj, s spotrebic¢ a c funkce udavajici kapacity hran.
e n, udava pocet vrcholi grafu, m pocet jeho hran.

e f2(v) je prebytek vrcholu v p¥i ohodnoceni hran funkei f, tedy
soucet hodnot f na hranéach vedoucich do v minus soucet na hranach
vedoucich z v ven.

o r(uv) = c(uv)— f(uv)+ f(vu) je rezerva hrany uv; ta ¥ik4, kolik jed-
notek toku muiZeme po této hrané jesté poslat, a to bud pFi¢tenim po
sméru hrany nebo odec¢tenim proti sméru. Hranam s kladnou rezer-
vou Fikdme nenasycené, stejné fikame cestam sloZzenym ze samych
takovych hran.

Predchozi algoritmy zacinaly s nulovym tokem a postupné ho zlepsSovaly, az se
stal maximalnim. Goldbergtv algoritmus naproti tomu za¢ne s ohodnocenim hran,
které ani nemusi byt tokem, a postupné ho upravuje a zmensuje, az se z néj stane
tok, a to dokonce maximalni.

Definice: Funkce f: F — IRS' je vlna v siti S, spliuje-li obé nésledujici podminky:
e Vec E: f(e) < c(e) (vlna neptekroéi kapacity hran),
o Vv e V\{zs}: f2() >0 (piebytek ve vrcholech je nezaporny).
Kazdy tok je tedy vlnou, ale opa¢né tomu tak byt nemusi — potiebujeme se

postupné zbavit nenulovych prebytki ve vSech vrcholech kromé zdroje a spotiebice.
K tomu nam bude slouzit néasledujici operace:

Definice: Prevedent prebytku po hrané uv, pricemz f2(u) > 0 ar(uv) > 0, provedeme
tak, Ze po hrané uv posleme § = min(f* (u),r(uv)) jednotek toku, podobné jako
v predchozich algoritmech bud pfi¢tenim po sméru nebo odectenim proti sméru.

Pozorovani: Pfevedeni zméni pfebytky a rezervy nésledovné:

FRu) = fA(u) =6
FR W) = fA) +6
' (uwv) = r(uww) — &
r’(vu) = r(vu) + 4
R4di bychom postupnym prevadénim vSechny prebytky bud piepravili do spo-

tfebice nebo, pokud je vlna pfili§ velka, je prelili zpét do zdroje. Chceme se ovsem
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vyhnout prelévani prebytkt tam a zase zpét, takze vrcholim prifadime vysky — to
budou néjaka pfirozend ¢isla h(v).

Prebytek pak budeme ochotni prevadét pouze z vyssiho vrcholu do nizsiho. Po-
kud se stane, Ze nalezneme vrchol s prebytkem, ze kterého nevede zadna nenasycend
hrana smérem dolii, budeme tento vrchol zvedat — tedy zvySovat mu vysku po jedné,
nez se dostane dostatecné vysoko, aby z néj prebytek mohl odtéci.

Ziskame tak nasledujici algoritmus:

Algoritmus GOLDBERG

Vstup: Sit.
1. Nastavime pocateéni vysky: (zdroj ve vysce n, ostatni ve vysce 0)
2. h(z) < n
3. h(v) < 0 pro vSechny v # z

4. Vytvofime pocateéni vlnu: (vSechny hrany ze z na maximum, jinde 0)
5. f < vSude nulova funkce
6. f(zv) < c(zv), kdykoliv zv € E
7. Dokud Ju € V'\ {z,s} : fA(u) > 0:
8. Pokud Jv € V :uv € E, r(uv) >0 a h(u) > h(v),
prevedeme prebytek po hrané uv.
9. V opaéném piipadé zvedneme u: h(u) < h(u) + 1.

Vystup: Maximalni tok f.
Analyza algoritmu

Algoritmus je jednoduchy, ale na prvni pohled neni vidét ani to, Ze se vzdy
zastavi, natoz ze by mél vydat maximéalni tok. Postupné o ném dokazeme néko-
lik invariantd a lemmat a pomoci nich se dobereme k dtikazu spravnosti a casové
slozitosti.

Invariant A (zakladni):

1. Funkce f je v kazdém kroku algoritmu vlna.
2. Vyska h(v) zaddného vrcholu v nikdy nekles4.
3. h(z) =n a h(s) = 0 po celou dobu béhu algoritmu.
Dukaz: Indukei dle poétu prachodi cyklem (7. — 9. krok algoritmu):
® Po inicializaci algoritmu je vSe v poradku: prebytky vSech vrcholi
mimo zdroj jsou nezaporné, vysky souhlasi.
e Pii prevedeni prebytku: Z definice pfevedeni pfimo plyne, Ze nepo-
rusuje kapacity a nevytvari zaporné prebytky. Vysky se neméni.
® Pii zvednuti vrcholu: Tehdy se naopak méni jen vysky, ale pouze
u vrcholi riznych od zdroje a stoku. Vysky navic pouze rostou. Q

Invariant S (o Spadu): Neexistuje hrana uv, kterd by méla kladnou rezervu a spad
h(u) — h(v) vétsi nez 1.
Diikaz: Indukci dle béhu algoritmu. Na zac¢atku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu
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nulovou a vSechny ostatni vedou mezi vrcholy s vyskou 0. V pribéhu vypoctu by
se tento invariant mohl pokazit pouze dvéma zptusoby:

® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uv s kladnou rezervou
a spadem 1. Tento pfipad nemiize nastat, nebot algoritmus by dal
prednost prevedeni prebytku po této hrané pred zvednutim.

® 7ZvétSenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemiize
nastat, nebot rezervu bychom mohli zvétsit jeding tak, Ze bychom
poslali néco v protisméru — a to nesmime, jelikoz bychom prevadéli
prebytek z nizsiho vrcholu do vyssiho. Q

Lemma K (o Korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, je f maximalni tok.
Diikaz: Nejprve ukazeme, ze f je tok: Omezeni na kapacity spliiuje tok stejné jako
vlna, takZe postaci dokazat, ze plati Kirchhofftv zdkon. Ten pozaduje, aby prebytky
ve vSech vrcholech kromé zdroje a spotiebice byly nulové. To ovSsem musi byt, protoze
nenulovy prebytek by musel byt kladny a algoritmus by se dosud nezastavil.

Zbyva zduvodnit, Ze f je mazimdlni: Pro spor predpokladejme, Ze tomu tak
neni. Ze spravnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu plyne, Ze tehdy musi existovat
nenasycend cesta ze zdroje do stoku. Uvazme libovolnou takovou cestu. Zdroj je
stale ve vySce n a spotiebic ve vysce 0 (viz invariant A). Tato cesta tedy pfekondva
spad n, ale muze mit nejvyse n — 1 hran. Proto se v ni nachéazi alespon jedna hrana
se spadem alespon 2. Jelikoz je tato hrana soucasti nenasycené cesty, musi byt sama
nenasycena, coz je spor s invariantem S. Tok je tedy maximalni. Q

Lemma C (Cesta do zdroje): Mé&me vrchol v, jeho# piebytek f2(v) je kladny. Pak

existuje nenasycena cesta z tohoto vrcholu do zdroje.

Diikaz: Bud v vrchol s kladnym pfebytkem. UvaZme mnoZinu A := {u € V |

existuje nenasycend cesta z v do u}. UkdZeme, Ze tato mnoZina obsahuje zdroj.
Pouzijeme uz mirné okoukany trik: seCteme prebytky ve vSech vrcholech mnozi-

ny A. VSechny hrany lezici celé uvnitt A nebo celé venku prispéji dohromady nulou.

Nenulou mohou pfispét pouze hrany vedouci ven z A nebo naopak zvenku dovnitf.

Ziskame:
DofAw= Y fla)- Y fla) <o

ucA ba€E(V\A,A) abeE(A,V\A)

=0 >0

Ukazme si, pro¢ je prvni svorka rovna nule. Mé&jme hranu ab (a € A, b € V\ A).
Ta musi mit nulovou rezervu — jinak by totiz i vrchol b patfil do A. Proto po hrané
ba nemiize nic téci.

Obrézek k dtkazu lemmatu C
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Druha svorka je evidentné nezapornd, protoze je to soucet nezapornych ohod-
noceni hran.

Proto >, 4 f2(u) < 0. Zaroven vsak v A lezi aspon jeden vrchol s kladngm
piebytkem, totiz v, tudiz v A musi byt také néjaky vrchol se zdpornym piebytkem
— a jediny takovy je zdroj. Tim je dokdzano, Ze z lezi v A, tedy Ze vede nenasycend
cesta z vrcholu v do zdroje. Q

Invariant V (Vyska): Pro kazdy vrchol v je h(v) < 2n.

Diikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2n, mohl se do této vysky dostat
pouze zvednutim z vysky alespoii 2n. Tehdy musel mit kladny piebytek f2(v) > 0
(jinak by nemohl byt zvednut). Dle lemmatu C musela existovat nenasycend ces-
ta z v do zdroje. Tato cesta nicméné prekonavala spad alespon n, ale mohla mit
nejvyse n — 1 hran (na cestich se vrcholy neopakuji). Tudiz musela obsahovat ne-
nasycenou hranu se spadem alespon 2, coz je spor s invariantem S. Q

Lemma Z (poéet Zvednuti): Béhem vypoctu nastane nejvyse 2n? zvednuti.

Diikaz: 7 predchoziho invariantu plyne, ze kazdy vrchol mohl byt zvednut nejvyse

2n-krat. Vrcholu je n. V)
Ted nam jesté zbyva urcit podet provedenych prevedeni. Bude se nam hodit,

kdyz prevedeni rozdélime na dva druhy:

Definice: Rekneme, Ze prevedeni po hrané uwv je nasycené, pokud po pievodu rezer-
va r(uv) klesla na nulu. V opa¢ném piipadé je nenasycené, a tehdy urcité klesne
piebytek f2(u) na nulu (to se nicméné miize stat i pii nasyceném prevedeni).

Lemma S (naSycena pFevedeni): Pocet vSech nasycenych pievedeni je nejvys nm.
Diikaz: Pro kazdou hranu uv spocitejme pocet nasycenych prevedeni (tedy takovych
pfevedeni, Ze po nich klesne rezerva hrany na nulu). Abychom dvakrat nasycené
prevedli pfebytek (nebo jeho ¢ast) z vrcholu u do vrcholu v, tak jsme museli u
mezitim alespon dvakrat zvednout:

Po prvnim nasyceném pievedeni z vrcholu v do vrcholu v se vynulovala rezerva
hrany uwv. Uvédomme si, ze pfi této operaci muselo byt u vyse nez v, a dokonce vime,
Ze bylo vySe pfesné o 1 (viz invariant S). Nez nastane dalsi pfevedeni po této hrang,
musime jeji rezervu z nuly opét zvysit. Jediny zpusob, jak toho lze dosdhnout, je
pfevést Cast pfebytku z v zpatky do u. K tomu se musi v dostat (alespoin o 1)
vySe nez u. Po preliti bude rezerva uv opét kladna. A abychom provedli nasycené
prevedeni znovu ve sméru z u do v, musime zase u dostat (alespoii o 1) vySe nez v.
Proto musime u alespon o 2 zvednout — nejprve na troven v a pak jesté o 1 vyse.

Ukazali jsme tedy, ze mezi kazdymi dvéma nasycenymi pfevedenimi musel byt
vrchol u zvednut alespon dvakrat. Podle lemmatu V se u mohlo zvedat maximalné
2n-krat za cely vypocet, takze vSech nasycenych prevedeni po hrané uv je nejvyse n
a po vSech hranach dohromady nejvyse nm. V)
Potencialova metoda: Predchozi dvé lemmata jsme dokazovali ,lokdlnim* zpisobem
— zvednuti jsme poditali pro kazdy vrchol zvl4st a nasycend prevedeni pro kazdou

hranu. Tento pfistup pro nenasycend prevedeni nefunguje, jelikoZ jich lokalné miZe
byt velmi mnoho. Podari se nam nicméné omezit jejich celkovy pocet.
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Jedim ze zptsob1, jak takova ,globalni“ tvrzeni o chovani algoritma dokazovat,
je pouzit potencidal. To je néjakd nezdpornd funkce, kterd popisuje stav vypoctu.
Pro kazdou operaci pak stanovime, jaky vliv mé na hodnotu potencialu. Z toho
odvodime, Ze operaci, které potencidl snizuji, nemtize byt vyrazné vice nez téch,
které ho zvysuji. Jinak by totiz potencidl musel nékdy béhem vypocétu klesnout pod
nulu.

S timto druhem dukazu jsme se vlastné uz setkali. To kdyZ jsme v kapitole o vy-
hledavani v textu odhadovali pocet prichodt po zpétnych hranach. Roli potencidlu
tam hralo ¢islo stavu.
operace, jejichZ pocty uz zname (zvednuti, nasycené prevedeni), pfispivaly nanejvys
malymi kladnymi ¢isly, a nenasycena prevedeni potencial vzdy snizovala.

Lemma N (Nenasycen4 pfevedeni): Pocet viech nenasycenych pievedeni je O(n?m).
Diikaz: Dukaz provedeme potencidlovou metodou. Uvazujme nésledujici potencial:

o:= > h(v)
V#£2Z,8
F2w)>0
Nyni se podivejme, jak se nas potencial béhem algoritmu vyviji:
® Na pocatku je & = 0.
e Béhem celého algoritmu je ® > 0, nebof potenciél je souc¢tem neza-
pornych ¢lend.
e Zvednuti vrcholu zvysi @ o jednic¢ku. (Aby byl vrchol zvednut, musel

mit kladny prebytek, takze vrchol do sumy jiz prispival. Ted jen

prispéje ¢islem o 1 vySSim.) Jiz vime, Ze za cely pribéh algoritmu

je vSech zvednuti maximalné 2n2, proto zveddnim vrcholll zvysime

potencial dohromady nejvyse o 2n2.

® Nasycené prevedeni zvysi ® nejvyse o 2n, protoze bud po pievo-

du hranou uv v u zustal néjaky prebytek, takze se mohl potencial

zvysit nejvyse o h(v) < 2n, nebo je pfebytek v u po pfevodu nulo-

vy a potencial se dokonce o jedna snizil. Podle lemmatu S nastane

nejvyse nm takovych nasycenych prevedeni a ta celkové potencial

zv¥$i maximalné o 2n2m.

® Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu

uréité odecteme vysku vrcholu u (nebot se vynuluje piebytek ve vr-

cholu u) a mozné pri¢teme vysku vrcholu v. Jenze h(v) = h(u) —1,

a proto nenasycené prevedeni potencial vzdy snizi alesponi o jedna.
Potencil celkové stoupne o nejvyse 2n? + 2n?m = O(n?m), klesa pouze pii nenasy-
cenych prevedenich a pokazdé alespon o 1. Proto je vSech nenasycenych prevedeni
O(n?*m). @
Implementace

Zbyva vytesit, jak sit a vysSky reprezentovat, abychom dokdzali rychle hledat
vrcholy s prebytkem a nenasycené hrany vedouci s kopce.
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Budeme si pamatovat seznam P vsech vrchold s kladnym prebytkem. Kdyz
ménime piebytek néjakého vrcholu, mizeme tento seznam v konstantnim case aktu-
alizovat — budto vrchol do seznamu pfidat nebo ho naopak odebrat. (K tomu se hodi,
aby si vrcholy pamatovaly ukazatel na svou polohu v seznamu P). V konstantnim
Case také umime odpovédét, zda existuje néjaky vrchol s prebytkem.

Daéle si pro kazdy vrchol u € V budeme udrZovat seznam L(u). Ten bude
obsahovat vSechny nenasycené hrany, které vedou z u dolt (maji spad alesponi 1).
Opét pfi zménéch rezerv muzeme tyto seznamy v konstantnim ¢ase upravit.

Jednotlivé operace budou mit tyto slozitosti:

o Inicializace algoritmu — trivialné O(m).

e Vybér vrcholu s kladnym prebytkem a nalezeni nenasycené hrany
vedouci dolti — O(1) (staci se podivat na poéatky pFislusnych sezna-
mi).

e Pievedent piebytku po hrané uv — zmény rezerv r(uv) a r(vu) zpuso-
bi piepoéitani seznamit L(u) a L(v), zmény piebytki f2(u) a f2(v)
mohou zpiisobit zménu v seznamu P. Ve v ¢ase O(1).

® Zvednuti vrcholu v — musime obejit vSechny hrany do u a z u, kte-
rych je nejvyse 2n, porovnat vysky a pripadné tyto hrany uv odebrat
ze seznamu L(v) resp. piidat do L(u). To trva O(n).

Vidime, ze kazdé zvednuti je sice drahé, ale je jich zase pomérné malo. Naopak
prevadéni prebytki je castd operace, takze je vyhodné, ze trva konstantni cas.

Véta: Goldbergtiv algoritmus najde maximalni tok v ¢ase O(n’m).

Diikaz: Inicializace algoritmu trva O(m). Pak algoritmus provede nejvyse 2n? zved-
nuti (viz lemma Z), nejvyse nm nasycenych pievedeni (lemma N) a nejvyse n’m
nenasycenych prevedeni. Vynasobenim slozitostmi jednotlivych operaci dostaneme
¢as O(n® + nm +n?m) = O(n?m). Podle lemmatu K po zastaveni vyd4 maximaln{

tok. V)
Vylepseni Goldbergova algoritmu

Zékladni verze Goldbergova algoritmu tedy dosadhla stejné slozitosti jako Di-
nictv algoritmus. Nyni ukazeme, Ze pokud budeme volit vrchol, ze kterého budeme
prevadét prebytek, sikovnéji — totiz jako nejvyssi z vrcholt s nenulovym prebytkem —,
slozZitost se jesté zlepsi.
nasycenda prevedeni. Pokusme se jejich pocet ve vylepSeném algoritmu odhadnout
tésnéji.

Lemma N’ (Nenasycena prevedeni): Goldberguv algoritmus s volbou nejvyssiho vr-
cholu provede O(n?) nenasycenych pieveden.

Diikaz: Dokazovat budeme opét pomoci potencidlové metody. Vrcholy rozdélime
do hladin podle vysky. Specidlné nas bude zajimat nejoyssi hladina s prebytkem:

H :=max{h(v) |v # 2,5 & f2(v) > 0}.
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Rozdélime béh algoritmu na faze. Kazda faze konci tim, Ze se H zméni. Jak se mize
zménit? Bud se H zvysi, coz znamend, Ze néjaky vrchol s prebytkem v nejvyssi
hladin€ byl o 1 zvednut, nebo se H snizi. Uz vime, Ze v pribéhu vypocétu nastane
O(n?) zvednuti, coz shora omezuje pocet zvyseni H. Zarovei si miizeme uvédomit,
ze H je nezdporny potencial a snizuje se i zvySuje piresné o 1. Pocet snizeni bude
proto omezen poctem zvyseni. Tim padem nastane vieho viudy O(n?) fazi.

Béhem jedné faze pritom provedeme nejvyse jedno nenasycené prevedeni z kaz-
dého vrcholu. Po kazdém nenasyceném pievedeni po hrané uwv se totiz vynuluje
prebytek v u a aby se provedlo dalsi nenasycené prevedeni z vrcholu u, muselo by
nejdiive byt co prevadét. Muselo by tedy do u néco pritéci. My ale vime, Ze pie-
vadime pouze shora dolt a u je v nejvyssi hladiné (to zajisti pravé ono vylepSeni
algoritmu), tedy nejdiive by musel byt néjaky jiny vrchol zvednut. Tim by se ale
zménilo H a skoncila by tato faze.

Proto pocet vSech nenasycenych pfevedeni béhem jedné faze je nejvyse n. A jiz
jsme dokéazali, Ze fazi je O(n?). Tedy pocet viech nenasycenych pievedeni je O(n?). ©

Tento odhad je hezky, ale stale neni tésny a algoritmus se chova 1épe. Dokazme

.....

Lemma N” (Nenasycena prevedeni): Pocet nenasycenych pievedeni je O(n?,/m).
Poznamka: Tato ¢asova slozitost je vyhodné napiiklad pro ridké grafy. Ty maji totiz
pomérné maly pocet hran.

Diikaz: Zavedme faze stejné jako v diikazu predchozi verze lemmatu a rozdélme
je na dva druhy: laciné a drahé podle toho, kolik se v nich provede nenasycenych
prevedeni. Pro kazdy druh fazi pfitom odhadneme celkovy pocet prevedeni jinym
zpusobem.

Necht k je n&jaké kladné ¢islo, jehoZ hodnotu uréime pozdéji. Laciné fdze budou
ty, béhem nichz se provede nejvySe k nenasycenych prevedeni. Drahé faze budou ty
ostatni, tedy takové, ve kterych se provede vice jak k nenasycenych prevedeni.

Ted potfebujeme odhadnout, kolik nds budou stat oba typy fazi. Zaénéme té-
mi jednodus$imi — lacinymi. Jejich pocet shora odhadneme poctem vsech fazi, te-
dy O(n?). Nenasycenych pievedeni se béhem jedné laciné faze provede nejvice k.
Béhem vsech lacinych fazi dohromady jich proto bude O(n2k).

Pro pocet nenasycenych pirevedeni v drahych fazich si zavedme novy potencial:

U= Z p(v),

v#£2z,S

12(v)#0
kde p(v) je pocet vrcholl u, které nejsou vyse nez v. Neboli:
p(v) = [{u eV [ h(u) < h(v)}].
Tedy plati, Zze p(v) je vidy nezaporné nikdy nepfesdhne pocet vSech vrcholi n. Pro-
to ¥ bude také vzdy nezaporné a nepiekro¢i n?. Rozmysleme si, jak bude potenciél

ovliviiovan operacemi algoritmu:
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e Inicializace: Pocatecni potenciél je nejvyse n2.

o Zvednuti vrcholu v: Hodnota p(v) se zvysi nejvySe o n a vSechna
ostatni p(w) se budto nezméni, nebo klesnou o 1. Bez ohledu na
prebytky vrcholi se tedy potencial zvysi nejvyse o n.

® Nasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se nezméni, ale
méni se prebytky — vrcholu u se snizuje, vrcholu v zvysuje. Z poten-
cidlu proto mize zmizet ¢len p(u) a naopak pfibyt p(v). Potencial ¥
tedy vzroste nejvyse o n.

e Nenasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se opét neméni.
Piebytek v u se vynuluje, coz snizi ¥ o p(u). Pfebytek v se naopak
zvy$i, takze pokud byl pfedtim nulovy, ¥ se zvysi o p(v). Celkové
tedy U klesne alespoil o p(u) — p(v).

Ted vyuzijeme toho, Ze pokud pfevadime po hrané uv, mé tato hra-
na spad 1. Vyraz p(u) — p(v) tedy udéva pocet vrcholi na hladiné
h(u), coz je nejvyssi hladina s pfebytkem. Z ptedchoziho diikazu
vime, Ze téchto vrcholl je alespon tolik, kolik je nenasycenych pie-
vedeni béhem dané faze.

Z toho plyne, Ze nenasycena prevedeni provedena béhem drahych
fazi snizi potencial alespon o k. Ty v lacinych fazich ho nesnizuji
tak vyrazné, ale urcité ho nezvysi.

Potencial ¥ se tedy miize zvétsit pouze pii operacich inicializace, zvednuti a na-
syceného prevedeni. Inicializace ptispéje n2. Viech zvednuti se provede celkem O(n?)
a kazdé zvysi potencidl nejvyse o n. Nasycenych pievedeni se provede celkem O(nm)
a kazdé zvysi potencial taktéz nejvyse o n. Celkem se tedy ¥ zvysi nejvyse o

n?+n-0n?) +n-O(mm) = O(n® +n’*m).

Ted vyuZzijeme toho, zZe ¥ je nezdporny potencial, tedy kdyz ho kazdé nena-
sycené prevedeni v drahé fazi snizi ¥ alespori o k, muzZe takovych prevedeni nastat
nejvyse O(n3/k +n?m/k). To nyni se¢teme s odhadem pro laciné faze a dostaneme,
7e vSech nenasycenych prevedeni probéhne

3 2 2
9 n®  ntm\ _ 9 n“m
O(nk+k+—k> (’)(nk—l——k)

(vyuzili jsme toho, Ze v souvisljch grafech je m > n, a tedy n?m > n?).

Tento odhad ovSem plati pro libovolnou volbu k. Proto zvolime takové k, aby
byl co nejnizsi. Jelikoz prvni ¢len s rostoucim k roste a druhy klesé, asymptotické
minimum nastane tam, kde se tyto ¢leny vyrovnaji, tedy kdyz nk = n?m/k.

Nastavime tedy k = v/m a ziskdme kyzeny odhad O(n?y/m). V)
Cviceni
1. Rozeberte chovani Goldbergova algoritmu na sitich s jednotkovymi kapacitami.

Bude rychlejsi nez ostatni algoritmy?
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2. Navrhnéte implementaci vylepseného Goldbergova algoritmu se zvedanim nej-
vys&iho vrcholu s prebytkem. Snazte se doséhnout ¢asové slozitosti O(n?/m).
3. Co by se stalo, kdybychom v inicializaci algoritmu umistili zdroj o 1 nize?
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