2. Toky v sitich

Predstavme si, Zze by v budové fakulty na Malé Strané existoval ¢ajovod, ktery
by rozvadél ¢aj do vSech uceben. Znazornéme si to orientovanym grafem, v némz
jeden vyznamny vrchol pfedstavuje ¢ajovar a druhy ucebnu, ve které sedime. Hrany
mezi vrcholy pak znézornuji vétvici se trubky, které maji ¢aj rozvadét. Chceme
dopravit co nejvice ¢aje do dané ucebny, ale neni to tak snadné, protoze kazda trubka
ma omezenou kapacitu — za jednotku ¢asu ji mize protéci jen urc¢ité mnozstvi caje,
pro kazdou trubku obecné jiné. Muze se tedy vyplatit za ,tlustou” trubkou tok caje
rozvétvit a dal pokracovat vice tenkymi trubkami atd.
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Cajovod

K podobnému problému dojdeme, budeme-li studovat prenos dat v pocitaco-
vych sitich. Roli trubek zde hraji pfenosové linky, kapacita fika, kolik dat pfenesou
za sekundu. Linky jsou spojené pomoci routerti a opét chceme dopravit co nejvice
dat z jednoho mista v siti na druhé. Data sice na rozdil od ¢aje nejsou spojita (pte-
nasime je po bytech nebo rovnou po paketech), ale pfi dnesnich rychlostech pfenosu
je za takova mutzeme povazovat.

Toky v sitich
Definice: Sit je uspotadand pétice (V, E, z, s, ¢), pFicemz:
¢ (V, E) je orientovany graf.
e c: E — R{ je funkce pfitazujici hrandm jejich kapacity.
® 2,5 € V jsou dva vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok (neboli
spotrebic).

e Graf je symetricky — je-li uv hranou grafu, je ji i vu.() Kdyby nékte-
ra z opacnych hran chybéla, mizeme ji pridat s nulovou kapacitou.

Definice: Tok je funkce f: E — IRS', pro niz plati:

1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < c(e).

(1) Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme hranu z vrcholu u do vrcholu v znagit
uv namisto formalnéjsiho, ale méné piehledného (u,v). Podobné u neorientovanych
hran piSeme uwv namisto {u,v}.
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2. Kirchhoffiv zdkon: Do kazdého vrcholu pfiteCe stejné, jako z néj
odtece (,,sit tésni“). Jedinou vyjimku tvoii zdroj a spotfebié. For-
malné:

Yo e V\{z,s}: Z fluv) = Z f(vu).

wuveEE uvueE

P¥iklad sité. Cisla predstavuji kapacity jednotlivich hran.

Sumy podobné tém v Kirchhoffové zakoné budeme psat casto, zavedeme si pro
né tedy Sikovné znaceni:
Definice: Pro libovolnou funkci f : E — R definujeme:

® fT(v) =3 wwer f(uv) (celkovy piitok do vrcholu)

® f7(v) == > wuer f(vu) (celkovy odtok z vrcholu)

o fA(w) = fH(v) — f~(v) (prebytek ve vrcholu)
(Kirchhoffiiv zékon pak ¥ika prosté to, Zze f2(v) = 0 pro viechna v # z, s.)
Pozorovani: V kazdé siti néjaky tok existuje: tfeba funkce, ktera je vSude nulova
(po 7&dné hrané nic netece). To je korektni tok, ale sotva uziteény. Budeme chtit
najit tok, ktery prepravi co nejvice tekutiny ze zdroje do spottebice.
Definice: Velikost toku f budeme znacit |f| a polozime ji rovnu souctu velikosti
toku na hranidch vedoucich do spotfebi¢e minus soucet velikosti tok® na hranéach
ze spotiebice ven. V nasi terminologii je to tedy prebytek ve spotiebiéi: |f| := f2(s).
Pozorovani: Jelikoz sit tésni, mélo by byt jedno, zda velikost toku méfime u spotie-
bice nebo u zdroje. Vskutku, kratkym vypoc¢tem ovéfime, ze tomu tak je:

AR+ F2(9) ZfA

Prvni rovnost plati proto, Ze podle Kirchhoffova zakona jsou zdroj a spotiebic jediné
dva vrcholy, jejichz prebytek muze byt nenulovy. Druhou rovnost ziskame tak, Ze
si uvédomime, Ze tok na kazdé hrané prispéje do celkové sumy jednou s kladnym
znaménkem a jednou se zapornym. Zjistili jsme tedy, ze prebytek zdroje a spotiebice
se lisi pouze znaménkem. Q
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Poznamka: Radi bychom nalezli v zadané siti tok, jehoz velikost je maximélni. Mame
ale zaruceno, ze maximum bude existovat? VSech moznych tok je nekone¢né mnoho
a v nekoneéné mnoziné se muize snadno stat, ze ackoliv existuje supremum, neni
maximem (piiklad: {1 — 1/n | n € NT}). Odpovéd nam poskytne matematicka
analyza: mnozina viech tokd je kompaktni podmnozinou prostoru RIZ!, velikost
toku je spojitd (dokonce linedrni) funkce z této mnoziny do R, takZe musi nabyvat
minima i maxima.

Nam ale bude stacit studovat sité s racionalnimi kapacitami, kde existence
maximalniho toku bude zjevna uz z toho, ze sestrojime algoritmus, ktery takovy tok
najde.

Forduv-Fulkersoniv algoritmus

Nejjednodussi z algoritmii na hledani maximalniho toku pochéazi od Forda a
Fulkersona. Je zalozen na prosté myslence: zacname s nulovym tokem a postupné
ho budeme vylepsovat, az dostaneme maximalni tok.

Uvazujme, jak by vylepSovani mohlo probihat. Necht existuje cesta P ze z
do s takova, ze po vSech jejich hranach tec¢e méné, nez dovoluji kapacity. Pak zjevné
mizeme tok upravit tak, aby se jeho velikost zvétsila. Zvolme

e :=min (c(e) = f(e)).
Po kazdé hrané zvysime pritok o ¢, ¢ili definujeme novy tok f’ takto:

iv . | fley+e proeeP
f(e)'_{f(e) proc ¢ P

To je opét korektni tok: kapacity nepiekro¢ime (¢ jsme zvolili nejvyssi mozné, aby
se to jesté nestalo) a Kirchhoffovy zédkony zistanou neporuseny, nebot zdroj a stok
neomezuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se pritok f(v) i odtok f~ (v) zveétsi
pfesné o €.

Opakujme tento proces tak dlouho, dokud existuji cesty, po nichz mizeme tok
zlepSovat. AZ se algoritmus zastavi (coz by obecné nemusel, ale to nas jesté chvili
trapit nemusi), ziskdme maximélni tok? Pfekvapivé ne vzdy. Uvazujme napiiklad sit
nakreslenou pod timto odstavcem. Najdeme-li nejdfive cestu pfes svislou hranu (na
obrazku tu¢né, zlepsujeme o 1), potom jednu cestu po horni dvojici hran (zlepSujeme
09) a jednu po spodni dvojici (zlepSujeme také o 9), dostaneme tok o velikosti 19 a
zadna dalsi cesta ho uz nemuze zlepsit. OvSem maximalni tok v této siti mé evidentné
velikost 20.

z® 1 o5

10 10

Cisla predstavuji kapacity jednotlivych hran.
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Zde by ovSem situaci zachranilo, kdybychom poslali tok velikosti 1 proti sméru
prostfedni hrany — to mizeme udélat tieba odectenim jednicky od toku po sméru
hrany. Rozsifime tedy nas algoritmus tak, aby umél posilat tok i proti sméru hran.
O kolik miZeme tok hranou zlepsit (atf uz pfi¢tenim po sméru nebo odectenim proti
sméru) ndm bude fikat jeji rezerva:

Definice: Rezerva hrany uv je r(uv) := c(uv) — f(uv) + f(vu).
Definice: Hrané budeme fikat nasycend, pokud méa nulovou rezervu. Nenasycend
cesta je takova, jejiz vSechny hrany maji nenulovou rezervu.

Budeme tedy opakované hledat nenasycené cesty a tok po nich zlepsovat. Po-
stupné dokazeme, Ze tento postup je konecny a ze v kazdé siti najde maximélni
tok.

Algoritmus FORDFULKERSON

Vstup: Sit.

1. f < libovolny tok, napf¥. vSude nulovy.
2. Dokud existuje nenasycena cesta P ze z do s, opakujeme:
¢ < min{r(e) | e € P}.
Pro vSechny hrany uv € P:
§ < min{f(vu),e}
flou) « f(vu) — 6
7. fluw) < fluv) +e—14§
Vystup: Maximalni tok f.

S G W

Koneénost: Zastavi se Fordiuv-Fulkersontv algoritmus?

e Paklize jsou vSechny kapacity celd ¢isla, velikost toku se v kazdém
kroku zvétsi alesponi o 1. Algoritmus se tedy zastavi po nejvice tolika
krocich, kolik je néjaka horni mez pro velikost maximalniho toku —
napf. soucet kapacit vSech hran vedoucich do stoku (c¢*(s)).
® Pro raciondlni kapacity vyuZijeme jednoduchy trik. Necht M je
nejmensi spoleény nasobek jmenovatelt vSech kapacit. Spustime-li
algoritmus na sif s kapacitami ¢’(e) = ¢(e) - M, bude se rozhodovat
stejné jako v ptivodni siti, protoze bude stale platit f'(e) = f(e)- M.
Nova sit je pritom celodiselnd, takze se algoritmus jisté zastavi.
® Na siti s iracionalnimi kapacitami se algoritmus chovd mnohdy di-
voce, nemusi se zastavit, ba ani konvergovat ke spravnému vysledku
(viz cvieni 2).
Maximalita: Uz vime, Ze algoritmus se zastavi a vyda jako vysledek néjaky tok f.
Je tento tok maximalni? DokaZeme to pomoci fezi.
Definice: Pro libovolné dvé mnoziny vrcholi A a B budeme znaéit F(A, B) mnoZinu
hran vedoucich z A do B, tedy E(A4,B) = EN (A x B). Je-li dle f né&jaka funkce
prifazujici hranam c¢isla, oznacime:
* f(A,B) =3 cpa,p) f(e) (pritok z A do B)
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e fA(A,B) := f(A,B) — f(B, A) (isty priitok z A do B)

Definice: Rez je usporadané dvojice mnozin vrcholt (A, B) takovd, ze A a B jsou
disjunktni, dohromady obsahuji vSechny vrcholy a navic A obsahuje zdroj a B obsa-
huje stok. Mnoziné A budeme fikat levd mnoZina Tezu, mnoziné B pravd. Kapacitu
fezu definujeme jako soucet kapacit hran zleva doprava, tedy c¢(A, B).

Lemma: Pro kazdy fez (A, B) a kazdy tok f plati f2(A, B) = |f]|.

Diikaz: Opét Sikovnym seétenim piebytka vrcholi:

FAAB) =) A ) = f2(s).

vEB

Prvni rovnost ziskdme pocitanim pres hrany: kazda hrana vedouci z vrcholu v B
do jiného vrcholu v B pfispéje jednou kladné a jednou zaporné; hrany lezici celé
mimo B neprispéji viibec; hrany s jednim koncem v B a druhym mimo prispéji
jednou, pricemz znaménko se bude lisit podle toho, ktery konec je v B. Druha
rovnost je snadna: vSechny vrcholy v B kromé spotiebice maji podle Kirchhoffova
zédkona nulovy pfebytek (zdroj totiz v B nelezi). Q@
Poznamka: Ptvodni definice velikosti toku coby piebytku spotiebice je specidlnim
pfipadem pfedchoziho lemmatu — méfi totiz pritok pres fez (V' \ {s}, {s}).
Dusledek: Pro kazdy tok f a kazdy fez (4, B) plati |f| < ¢(A, B). (Velikost kazdého
toku je shora omezena kapacitou kazdého fezu.)

Diikaz: |f| = f2(A, B) = f(A, B) — f(B, A) < f(A, B) < ¢(A, B). 0
Dusledek: Pokud |f| = ¢(A, B), pak je tok f maximélni a fez (A, B) minimalni.
Jinymi slovy pokud najdeme k néjakému toku stejné velky fez, mizeme fez pouzit
jako certifikat maximality toku a tok jako certifikdt minimality fezu. Nasledujici véta
nam zaruci, ze je to vzdy mozné:

Véta: Pokud se Fordiv-Fulkersoniiv algoritmus zastavi, vyda maximalni tok.
Duikaz: Nechtf se algoritmus zastavi. Uvazme mnoziny vrchold A = {v € V |
existuje nenasycena cesta ze z do v} a B: =V \ A.

Dvojice (A, B) je fez, nebot z € A (ze z do z existuje cesta délky 0) a s € B
(kdyby s nelezelo v B, musela by existovat nenasycend cesta ze z do s, tudiz by
algoritmus neskonéil, nybrz by po této cesté stavajici tok vylepsil).

Dale vime, Ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu: kdyby totiz pro néjaké
u € A av € B méla hrana uwv rezervu nenulovou (nebyla nasycend), spojenim
nenasycené cesty ze zdroje do u s touto hranou by vznikla nenasycena cesta ze zdroje
do v, takZe vrchol v by také musel lezet v A, coZ neni mozné.

Proto po vSech hranéch fezu vedoucich z A do B tece tolik, kolik jsou kapacity
téchto hran, a po hranach vedoucich z B do A netece nic. Nalezli jsme tedy fez
(A, B) pro n&jz f2(A, B) = ¢(A, B). To znamena, 7e tento fez je minimalni a tok f
maximalni. v

Tim jsme dokézali vétu o spravnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu:

Véta: Pro kazdou sit s raciondlnimi kapacitami se Forduv-Fulkersontiv algoritmus
zastavi a vyda maximalni tok a minimalni fez.
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Dusledek: Sit s celodiselnymi kapacitami mé aspoii jeden z maximalnich toki celo-
¢iselny a Forduv-Fulkersonuv algoritmus takovy tok najde.
Diikaz: KdyZ dostane Fordiv-Fulkersoniiv algoritmus celoéiselnou sif, najde v ni
maximélni tok a ten bude zase celociselny (algoritmus nikde nevytvaii z celych ¢isel
neceld). V)
To, ze umime najit celoéiselné feseni, neni viibec samoziejmé. (V kapitole o NP-
uplnosti se setkdme s problémy, které jsou pro racionalni ¢isla snadné a pro celd
obtizné.) Ukazme rovnou jednu aplikaci, ktera celo¢iselnosti vyuzije.

Hledani nejvétsiho parovani v bipartitnich grafech

Definice: Mnozina hran F' C FE se nazyva pdrovani, jestlize zadné dvé hrany této
mnoziny nemaji spolecny vrchol. Velikosti parovani myslime pocet jeho hran.

Chceme-li v daném bipartitnim grafu (V, E') nalézt nejvétsi parovéni, pretvori-
me graf nejprve na sit (V', E’, ¢, z, s) takto:

e Nalezneme partity grafu, budeme jim fikat levd a pravd.

® Vsechny hrany zorientujeme zleva doprava.

e Piidame zdroj z a vedeme z néj hrany do vSech vrcholt levé partity.

e Piidame spotifebi¢ s a vedeme do néj hrany ze vSech vrcholu pravé
partity.

® Vsem hrandm nastavime jednotkovou kapacitu.

Hledéani nejvétsiho parovani v bipartitnim grafu.

Nyni v této siti najdeme maximalni celoéiselny tok. Jelikoz vSechny hrany maji
kapacitu 1, musi po kazdé hrané téci bud 0 nebo 1. Do vysledného parovéani vlozime
pravé ty hrany puvodniho grafu, po kterych tece 1.

Dostaneme opravdu parovani? Kdybychom nedostali, znamenalo by to, Ze né-
jaké dvé hrany maji spoleény vrchol. Ovsem kdyby se setkaly ve vrcholu z pravé
partity, ptitekly by do tohoto vrcholu alespon 2 jednotky toku a ty by nemély kam
odtéci. Analogicky pokud by se setkaly nalevo, musely by z vrcholu odtéci alespon
2 jednotky, ale ty se tam nemaji kudy dostat.

Zbyva nahlédnout, Ze nalezené parovani je nejvétsi mozné. K tomu si staci
vSimnout, Ze z toku vytvorime parovani o tolika hranach, kolik je velikost toku, a
naopak z kazdého parovani umime vytvofit celociselny tok odpovidajici velikosti.
Nalezli jsme bijekci mezi mnozinou vSech celociselnych tokti a mnozinou vsech paro-
vani a tato bijekce zachovava velikost. Nejvétsi tok tedy musi odpovidat nejvétsimu
parovani.
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Navic dokazeme, ze Forduv-Fulkersontuv algoritmus na sitich tohoto druhu pra-
cuje prekvapivé rychle:
Véta: Pro sit, jejiz vSechny kapacity jsou jednotkové, nalezne Fordiv-Fulkersoniiv
algoritmus maximalni tok v ¢ase O(mn).
Diikaz: Jedna iterace algoritmu bézi v ¢ase O(m): nenasycenou cestu najdeme pro-
hledanim grafu do sitky, samotné zlepSeni toku zvladneme v case linearnim s délkou
cesty. Jelikoz kazd4 iterace zlepsi tok alespoii o 1,(2) pocet iteraci je omezen velikosti
maximalniho toku, coz je nejvyse n (uvazujte fez tvofeny hranami okolo zdroje). O

Dusledek: Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu lze nalézt v ¢ase O(mn).

Diikaz: Piedvedend konstrukce vytvoii z grafu sit o n’ = n + 2 vrcholech a m’ =

m + 2n hrandch a spotiebuje na to ¢as O(m’ + n’). Pak nalezneme maximélni ce-

loéiselny tok Fordovym-Fulkersonovym algoritmem, coz trva O(m'n’). Nakonec tok

v linedrnim ¢ase pfelozime na parovani. Ve dohromady trvd O(m'n’) = O(mn). ©

Cviceni

1. Najdéte piiklad sité s nejvyse 10 vrcholy a 10 hranami, na niz Fordtv-Fulkersoniv
algoritmus provede vice nez milion iteraci.

2¥*Najdéte sit s redlnymi kapacitami, na niz Fordiv-Fulkersoniv algoritmus nedo-
béhne.

3. Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadany orientovany graf a jeho vrcholy u a v
nalezne nejvétsi mozny systém hranové disjunktnich cest z v do v.

4. Upravte algoritmus z pifedchoziho cviceni, aby nalezené cesty byly vrcholové dis-
junktni (az na krajni vrcholy).

5. Méjme Sachovnici R X S, z niz poli¢kozrout sezral néktera policka. Chceme na
ni rozestavét co nejvice Sachovych vézi tak, aby se navzajem neohrozovaly. Véz
muzeme postavit na libovolné nesezrané policko a ohrozuje vSechny véze v témze
radku i sloupci. Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery takové rozestavéni najde.

6* Situace stejnd jako v minulém cvideni, ale dvé véZze se neohrozuji pres sezrana
policka.

7. Opét sachovnice po zasahu polickozrouta. Chceme na nesezrand policka rozmistit
kostky velikosti 1 x 2 policka tak, aby kazdé nesezrané policko bylo pokryto prave
jednou kostkou.

8. Dopravni problém: Uvazujme tovarny T1,...,T, a obchody Oy, ...,0,. Vsichni
vyrabéji a prodavaji tentyz druh zbozi. Tovarna T; ho denné vyprodukuje ¢; ku-
sti, obchod O; denné spotfebuje o; kust. Navic zndme bipartitni graf urcujici,
ktera tovarna muze dodavat zbozi kterému obchodu. Najdéte efektivni algorit-
mus, ktery zjisti, zda je pozadavky obchodd mozné splnit, aniz by se prekrocily
vyrobni kapacity tovaren, a pokud je to mozné, vypise, ze které tovarny se ma
prepravit kolik zbozi do kterého obchodu.

9** Uvazujeme o vybudovani dolt Dy, ..., D, a tovaren T1,...,T,. Vybudovani do-
lu D; stoji cenu d; a od té doby dul zadarmo produkuje neomezené mnozstvi i-té

(2) Mimochodem, miize i o 2, protoze pii jednotkovych kapacitach mohou rezervy
byt az dvojky.
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10.

suroviny. Tovarna T potfebuje ke své ¢innosti zadanou mnozinu surovin (pfi-
fazeni surovin tovarndm je ddno jako bipartitni graf na vstupu) a pokud jsou
v provozu vSechny doly produkujici tyto suroviny, vydéldme na tovarné zisk t;.
Vymyslete algoritmus, ktery spocita, které doly postavit, abychom po odecteni
naklad® na doly vydélali co nejvice.

Jina obvykla definice fezu fika, ze fez je mnozina hran grafu, po jejimz odebrani
se graf rozpadne na vice komponent (respektive mame-li uréeny zdroj a stok,
skonéi tyto v riznych komponentdch). Srovnejme tuto definici s nasi. MnoZiny
hran urcené nagSimi fezy spliuji i tuto definici a Fikd se jim elementdrni Tezy.
Ukazte, ze existuji i jiné nez elementarni fezy. Také ukazte, ze vSechny minimalni
fezy jsou elementarni.
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