8. Datové struktury

Co si mizeme predstavit pod pojmem datova struktura? V nasich programech
Casto chceme nékteré véci abstrahovat (pouzitim funkci, objektt. . .). Proé¢ tedy ne-
zkusit abstrahovat i operace s daty? Napfed si uréime, co s nas$imi daty budeme
provadét a pak vymyslime jejich co nejrychlejsi reprezentaci.

Miuzeme tfeba chtit udrzovat koneénou mnozinu X prvku z néjakého universa
X C U. Kde universum mohou byt naptiklad pfirozena ¢isla, tedy universum miize
byt nekonecné narozdil od X.

Na nagich datech budeme chtit provadét nasledujici operace:

® Insert — vlozit novou polozku
® Delete — smazat polozku
® Find — najit polozku
Jak mérit ¢asovou slozitost? Uréité nechceme mérit vici délce vstupu, protoze
ho nemusime mit cely najednou ve struktuie. Casovou sloZitost jednotlivych operaci
pocitejme vzhledem k poc¢tu prvka obsazenych v datové struktufe.
Také mizeme chtit udrzovat slovnik, tedy mnozinu dvojic (k,v) kde k € U
se nazyva kli¢ a v hodnota. Dale predpokladejme, ze U je linedrné uspofadana a s
prvky pracujeme v konstantnim cCase.
Dale budeme zkoumat jen slovnik, protoze mnozina je jen jeho specidlnim pii-
padem.
Po slovniku budeme chtit:

e Insert(k, v) — vlozit novou hodnotu spolu s kli¢em
e Delete(k) — smazat polozku podle klice
e Find(k) — najit polozku podle klice
V nésledujici tabulce jsou nékteré mozné zpisoby reprezentace nasi datové
struktury.

Insert Delete Find
pole 0(1) O(n) O(n)
setfidéné pole O(n) O(n) O(logn)
Spojovy seznam o(1) O(n) O(n)
setfidény seznam  ©(n) O(n) ©(n)
vyhledavaci stromy ©(logn) O(logn) O(logn)

Pozorovani: Proces bindrniho vyhledavani v setfidéném poli se d& reprezentovat
binarnim vyhleddvacim stromem.
Definice: Bindrni strom: Strom je binarni, pokud je zakofenény a kazdy vrchol ma
nejvyse dva syny, u nichz rozlisujeme, ktery je levy a ktery pravy.
Definice: Pro vrchol v znacime:

¢ [(v) a p(v) — levy a pravy syn vrcholu v

e L(v) a P(v) — levy a pravy podstrom vrcholu v

e S(v) — ptislusny podstrom s kofenem v

® h(v) — hloubka stromu S(v) — délka nejdelsi cesty z kofene do listu
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Definice: Bindrni vyhleddvaci strom (BVS): Bindrni strom je vyhledavaci, pokud
v kazdém vrcholu je uloZena dvojice (kli¢, hodnota) [ztotoznime vrchol s klicem] a
pro vSechny vrcholy plati: (Vu € L(v) : u <v) & (Yu € P(v) : u > v).

Priklady binarnich vyhledavacich stromu:

Jak budou tedy vypadat operace Find, Insert a Delete na bindrnim vyhledava-
cim stromu?

Find(v, x):

1. Pokud v = () = vratime 0.
2. Pokud v = x = vratime v.
3. Pokud v < & = vratime Find(p(v), ).

4. Pokud v > = = vratime Find(l(v), z).
Insert(v, z):

1. Jako Find a na konci pridame list.
Delete(v):

1. Pokud v je list = jednoduse list utrhneme.
2. Pokud v ma jednoho syna = vrchol ,vyfizneme*.

3. Jinak m& v oba syny = do vrcholu vlozime minimum z P(v), minimum
uz umime smazat protoze je to bud list nebo m4 jen pravého syna.

Poznamka: Pokud ma vrchol v pii operaci Delete oba syny, je vloZeni minima z P(v)
ekvivalentni s vloZzenim maxima z L(v).
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Priklady operaci Insert a Delete na BVS:

e Delete 4 e

(5) ()
e Delete 2 e 9 Delete 5 e
@O © @O ©

Casové slozitost vsech t¥i operaci je ©(hloubka stromu), coz muze byt ©(n),
kdyz budeme mit smilu a strom bude (téméf) linedrni spojovy seznam. Takovéto
degenerované stromy vzniknou snadno, napriklad pridavanim setfidéné posloupnos-
ti. Naopak kdyz bude strom pékné vyvazené vystavény dostaneme slozitost O (logn).
Vidime tedy, ze slozitost operaci stoji a pada s hloubkou stromu. Proto by se nam
libilo, aby mél nas strom vzdy hloubku O(logn). Podivejme se tedy, jak se d4 na-
vrhnout binarni vyhledavaci strom, aby tuto podminku splioval . ..

Vyvazené binarni vyhledavaci stromy

Definice: Dokonald vyvdzenost: Strom je dokonale vyvazeny, pokud pro vSechny jeho
vrcholy plati: ||L(v)| — |P(v)|| < 1.

Takto definovany binarni strom bude mit urcité logaritmickou hloubku. Jak
takovy strom ale konstruovat? To se ndm podaii bud staticky, nebo na ném budou
operace drazsi nez O(logn).

Staticka konstrukce dokonale vyvazeného BVS: Vybereme prostiedni prvek ze setii-
déného pole (tedy median posloupnosti) a ddme ho do kofene stromu. Jeho syny pak
vystavime rekurzivné z levé a pravé pilky pole. Celd konstrukce tedy trva O(n).

Lemma: bud Insert nebo Delete v dokonale vyvazeném BVS trvaji Q(n) (ve skuteé-

vvvvvv

Diikaz: Necht n = 2% — 1. Pak mé4 dokonale vyvazeny BVS uréeny tvar a je jedno-
znacné, co je v kotreni. Necht nejmensi ¢islo ve stromé je x a nejvétsi je o +mn — 1.
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Provedme posloupnost operaci
Insert(x 4+ n), Delete(x), Insert(z +n + 1), Delete(x + 1). ..

vzdy se aspon polovina listd posune o patro vys. Vime ze listli v nasem stromé je
(n+1)/2. Tedy aspoi jedna z operaci Insert nebo Delete trva Q(n).

Vidime tedy, ze to nas problém prilis nefesi. Potfebovali bychom, aby se strom
dal také efektivné udrzovat. Zkusime proto slabsi podminku:

Definice: Hloubkovd vyvdzZenost: Strom je hloubkové vyvéazeny, pokud pro vSechny
jeho vrcholy plati: |h(L(v)) — h(P(v))| < 1.

Stromuum s hloubkovym vyvaZenim se ikd AVL stromy (objeviteli je rusti ma-
tematikové G. M. Adélson-Velskij a E. M. Landis, podle nich jsou také pojmenovany)
a plati o nich néasledujici lemma:

Lemma: AVL strom na n vrcholech mé hloubku O (logn).
Diikaz: Uvazme posloupnost A = minimalni pocet vrcholi AVL stromt hloubky k.
Stacéi ukazat, ze Ay roste exponencialné.

Jak bude vypadat minimélni AVL strom o k& hladinidch? S poétem hladin uréité
poroste pocet vrcholi, proto pro kazdy vrchol budeme chtit, aby se hloubky jeho
synu lisily. Tedy kofen bude mit syna hloubky k£ — 1 a syna hloubky k — 2, takové
Ze jeho synové jsou minimalni AVL stromy o daném poc¢tu hladin.

Podivejme se na minimélni AVL stromy:

Ag=1
A =2
Ay =4
As =7

Ap =1+ Ap_1 + Ap_s.

Rekurentni vzorec jsme dostali rekurzivnim stavénim stromu hloubky k: novy
kofen a 2 podstromy o hloubkach £ — 1 a k£ — 2.

Vidime tedy, Ze A,, = F,, 12 — 1. (MtZeme dokézat napf¥. indukci.) Ted ndm jiz
sta¢i dokazat, ze posloupnost Ay roste aspon exponencialné.

Indukci dokédzeme, ze Ay > 2% . Prvni indukéni krok jsme si uz ukézali, ted pro

k—1 k—2 k 1 k k

k>2plati: Ay = 1+ Ap_1+Ap_2>272 +272 =22.(2724271)=222.1.21 > 22.

Timto jsme dokazali, ze na kazdé hladiné je minimélné exponencialné vrchold,
coz nam zaru¢uje hloubku O(logn). Druhou nerovnost nahlédneme zkoumanim Bj,
maximalniho pocétu vrcholi AVL stromu hloubky k. V)
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