5. Nejkratsi cesty

Na této prednasce budeme studovat problém hledani nejkratsich cest v orien-
tovanych grafech ohodnocenych realnymi ¢isly.

Situace: Mame orientovany graf G a funkci ¢ : E(G) — R pfifazujici hrandm jejich
ohodnoceni (délky). Pro vrcholy u,v € V(G) budeme chtit spocitat jejich vzdalenost
d(u,v), coz bude délka nejkratsi cesty z u do v nebo 0o, pokud zZadn4 cesta neexistuje.

Chceme, aby se vzdalenosti chovaly ,rozumné“, tedy co nejvice jako metrika.
Orientovanost grafit ndm kazi symetri¢nost — nemusi nutné platit d(z,y) = d(y, ).
Budeme aspon chtit, aby platily nasledujici vlastnosti:

e d(u,u) =0,
e d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (trojihelnikova nerovnost).

To nemusi obecné platit (kazi ndm to zdporné cykly), proto budeme studovat
pouze grafy, v nichZ zaporné cykly neexistuji. Pak uz budou obé vlastnosti splnény,
jak plyne naptiklad z nasledujiciho lemmatu:

Lemma: V grafu bez zdpornych cyklu existuje ke kazdému nejkrat$imu sledu z u
do v stejné dlouha uwv-cesta.

Diikaz: Mame-li nejkratsi uv-sled, ktery neni cestou, opakuje se v ném néjaky vrchol
w € V(G) tedy uv-sled je (u...w...w...v). Délka cyklu ¢ = (w...w) je £(c) > 0
tedy plati £(u...w...v) < {(ptavodni sled). Tento postup miiZzeme opakovat a po
koneéném poctu kroku dostaneme cestu. Z toho plyne trojuhelnikova nerovnost. ©
Jednoduché pripady

e Pokud / je konstantni funkce, pouzijeme BFS. Casova slozitost bude
O(m+n).
e Délky hran jsou malé pfirozend ¢éisla — ¢(z,y) € {1,..., L}: Podroz-
délime hrany a pouzijeme BFS. Casova slozitost ©(Lm + n).
e V DAG (orientovaném acyklickém grafu) najdeme nejkratsi cestu
indukei pfes topologické usporddani v ¢ase ©(m + n).
Obecny algoritmus
Definice: Dy (v) := minimdalni délka ze vSech sledi z vy do v o préavé k hrandch.
Dy (v) = 0 pokud v = vy, jinak Dy(v) = 0.
d(vg,v) =min Dg(v) kde 1 <k <n—1.
Jak spocitat Dy kdyz uz zname Dy. .. Dy_17 Z¥ejmné

Dy = min{Dk_l(u) + é(u, ’U)}

pro takovd u ze (u,v) € E(G). Z tohoto muzeme udélat jednoduchy algoritmus:
postupné pro vSechna k& = 0...n — 1 zjistime vSechna Dj(z) pro vSechny vrcholy
z € V(@G). Délka nejkratsi cesty z vy do v je min Di(v) kde 1 <k <n —1.
Naivni implementace pobézi n?(3", deg® (v)) +n (musime pfi¢ist na konec n za
izolované vrcholy), upravime ) deg™ (v) = m. Bohuzel spotfebujeme O (n?) paméti.
Nevyhodou této implementace je pFistupovani k hrandm pozpatku. Pojdme
zkusit nepatrné odlisny pristup.
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Bellmaniv-Forduv algoritmus

1. D(x) <= 00, D(vg) < 0

2.Prok=1,...,n—1:

3. Pro Vv € V(G):

4. Pro Vw takové ze (v,w) € E(QG):

5. D(w) < min(D(w), D(v) + £(v, w))

Pokud by algoritmus i v n-tém kroku néco zmeénil, graf obsahuje zaporny cyklus.
Véta: Bellmantv — Fordiv algoritmus najde v éase ©(nm) vzdalenosti d(vo, v) z vg
do v8ech v € V(G).

Diikaz: Invarianty:

e Koneéné D(v) vzdy odpovida délce néjakého sledu z vy — v.

Pro vrchol vy urcité existuje sled nulové délky z vy do vg.

Jak se z pivodniho nekone¢ného D(v) mohlo stat kone¢né? Nasli jsme takovou
hranu, kterd vedla z vrcholu w s koneénym D(w) do vrcholu v. Tedy do v existuje
sled.

Pokud snizim D(v), znamena to, Ze jsem do vrcholu v nasel kratsi sled.

e Na konci k-tého prichodu vnéjsim cyklem plati D(w) < min délka
sledu z vg do v o nejvysSe k hranach. Z ¢ehoz plyne zZe na konci je
D(w) < d(vo,v).

Necht nejkratsi sled vg — w o nejvyse k hranach konéi hranou (v, w). Zastav-
me algoritmus v okamziku, kdy v k-tém prichodu zpracovivéd hranu (v,w) tehdy
D(w) < D(v) 4+ £(v,w) a D(v) je dle indukéniho pfedpokladu mensi nebo rovno
minimalni délce sledu z vy do v o nejvyse k hranach. VY

V Bellman — Fordoveé algoritmu jsme v podstaté zlepsovali odhady na nejkratsi

cestu. Pojdme vymyslet algoritmus zalozeny na podobné myslence.
,Pruzkumnicky algoritmus® Pro kazdy vrchol budeme udrzovat jeho ohodnoceni
(docasnou vzdélenost) D(v) a stav vrcholu S(v). Stav mize byt bud N nevidén —
vrchol jsme jesté nepotkali, O otevien — od posledniho prozkoumani se D(v) zménilo
nebo Z zavien — neni potfeba zkoumat znovu, nic by se nezménilo. Abychom mohli
nejkratsi cestu na konci béhu také zrekonstruovat, budeme si jesté udrzovat P(v)
ptredchtidce vrcholu v.

1. D(%) <= 00, D(vg) = 0, 5(*) = N, S(vg) < O, P(x) <7
2. Dokud Ju: S(u) = O opakuj:
3. S(u) «+ Z

4 Pro Vv : (u,v) € E(G):

5. Je-li D(u) + ¢(u,v) < D(v)
6 D(v) < D(u) + £(u,v)
7 Sw) + O

Invariant: D(v) neroste a odpovida délce néjakého sledu z vy do v.
D(v) volime jako minimum z D(v) a D(u)+¥¢(u,v), proto nikdy nemize vzrist.
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Dikaz toho, ze D(v) odpovida délce néjakého sledu z vy do v je stejny jako u
Bellman — Fordova algoritmu.
Lemma: Algoritmus se zastavi pii jakémkoliv pofadi zaviranjych vrcholéi. Cas pfi
nevhodném zavirani mize byt az exponencialni.
Toto lemma bude zanechéno bez dikazu, nebot ho nebudeme potfebovat pro diikaz
spravnosti algoritmu, které od ,prizkumnického algoritmu* odvodime.
Lemma: Pokud se algoritmus zastavi, pak dosazitelné vrcholy jsou zaviené a kdykoliv
S(v) = Z, plati D(v) = d(vo, v).
Driikaz: Necht cesta z vy do v je co do poctu hran nejmensi protipiiklad, pak musi
existovat vrchol u, pro ktery neplati S(u) = Z. CoZ je spor, protoZe takovy vrchol
musel nas algoritmus projit.

Vezméme miniméni protiptiklad co do poétu hran. Necht v je nejblizsi vrchol od
u takovy, ze D(v) # d(vg,v), tudiz musi byt vétsi, nez by mél byt, protoze odpovida
délce néjakého sledu. Oznaéme u predchiidce vrcholu v na nejkratsi cesté. Vime, ze
D(u) je spravné. Algoritmus zkoumal u nastavil findlni D(u), tedy pfitom zpracoval
hranu (u,v) a D(v) < D(u)+¥€(u,v), coZ je opravdova vzdalenost. Dostali jsme spor
s tim, ze D(x) neroste. Q
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