13. Tridici algoritmy a nasobeni matic

Minulou pfednasku jsme probirali QuickSort, jeden z historicky prvnich t¥idi-
cich algoritmi, které prekonaly kvadratickou slozitost aspon v primérném piipadé.

Pro¢ se dodnes pouzivé, kdyz zndme algoritmy, které maji slozitost ©(nlogn)
i v nejhorsim pripadé€? Protoze QuickSort se k paméti chova témér sekvencné, takze
na dnesnich pocitac¢ich bézi rychle.

Podivejme se na par napadt pro skutec¢né naprogramovani tohoto algoritmu.

Urcité nam vadi pfekopirovavat z a do pomocnych poli. Nastésti mizeme pre-
rovnavat pfimo v puvodnim poli. Zleva budeme dévat prvky mensi nez pivot, zprava
vétsi nez pivot. Na toto staci udrzovat si dva indexy a a b, které znaci, jak daleko
vlevo (vpravo) uz jsou spravné prvky.

Rekurzivni programy maji zbyteéné velkou rezii. Proto implementujme vlast-
ni zasobnik na hranice tsekdl, které zbyva setiidit. Vzdy vétsi interval vlozime na
zasobnik a mensi rovnou zpracujeme. Na zasobniku proto bude maximéalné logn
polozek.

Malé podproblémy dotfidime néjakym trividlnim algoritmem naptiklad Insert-
Sortem. Odhadem pro n = 10 je to pro dnesni poéitace vyhodné (zjistuje se experi-
mentilng).

Zoo tridicich algoritmu

Porovnejme nyni znamé tfidici algoritmy.
Definice: Stabilni trideni fikdme takovému, které u prvku se stejnou hodnotou klice
zachovd jejich vzajemné pofadi, v jakém byly na vstupu. (To se hodi naptiklad pii
lexikografickém tiidéni, kde se napted tiidi podle nejméné vyznamné slozky a pak
podle vyznaméjsich.)
Definice: Pokud tfidime prvky na misté (tedy vstup dostaneme zadany v poli a
v tomtéz poli pak vracime vystup), za pomocnou pamét t¥idiciho algoritmu prohlé-
sime veskerou vyuzitou pamét mimo vstupni pole.

Cas Pomocnd pamét  Stabilni
InsertSort O(n?) O(1) +
MergeSort O(nlogn) ©(n) +
HeapSort O(nlogn) o(1) -
QuickSort O(nlogn) O(logn) -

Poznamky k tabulce:

® QuickSort ma jen priameérnou éasovou slozitost ©(nlogn). Mizeme
ale Fict, Ze porovnavame pramérné ¢asové slozitosti, protoze u ostat-
nich algoritmii vyjdou stejné jako jejich ¢asové slozitosti v nejhorsim
pripadé.

® HeapSort — tfidéni pomoci haldy. Do haldy vlozime vsechny prvky a
pak je vybereme. Celkem O(n) operaci s haldou, kazda za ©(logn).
Navic tuto haldu mohu stavét i rozebirat v poli, ve kterém dostanu
vstup.
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® MergeSort jde implementovat s konstantni pomocnou paméti za
cenu konstantniho zpomaleni, ovsem konstanta je neprakticky velka.

® MergeSort je stabilni, kdyZ délim pole na poloviny. Neni pfi tfidéni
spojovych seznamt s rozdélovanim prvkd na sudé a liché.

e QuickSort se da naprogramovat stabilné, ale potfebuje linedrné po-
mocné paméti.

Z&dny algoritmus v tabulce neti{dil rychleji nez ©(nlogn). To neni ndhoda — nésle-
dujici véta nam rika, Ze to nejde:
Véta: Kazdy deterministicky t¥idici algoritmus, ktery tfidéné prvky pouze porovnava
a kopiruje, ma ¢asovou slozitost Q(nlogn).

(O primérné casové sloZitosti pravdépodobnostnich tfidicich algoritmt se da
dokazat podobna véta.)
Diikaz: Dokazeme, ze kazdy porovnavaci tiidici algoritmus potiebuje v nejhorsim
pripadé provést Q(nlogn) porovnani, coz davé piirozeny dolni odhad ¢asové slozi-
tosti.

Presnéji reCeno, dokazeme, Ze pro kazdy algoritmus existuje vstup libovolné
délky n, na némz algoritmus provede Q(nlogn) porovnani. Bez Gjmy na obecnosti

se budeme zabyvat pouze vstupy, které jsou permutacemi mnoziny {1,...,n}. (Staci
nam najit jeden ,tézky* vstup, pokud ho najdeme mezi permutacemi, kol jsme
splnili.)

Megjme tedy deterministicky algoritmus a néjaké pevné n. Sledujme, jak algorit-
mus porovnava — u kazdého porovnani zaznamename polohy porovnavanych prvka
tak, jak byly na vstupu. Jelikoz algoritmus je deterministicky, porovna na zacatku
vzdy tutéz dvojici prvki. Toto porovnani mohlo dopadnout tFfemi rtiznymi zptisoby
(vétsi, mensi, rovno). Pro kazdy z nich je opét jednoznaéné urceno, které prvky al-
goritmus porovna, a tak dale. Po provedeni posledniho porovnani algoritmus vyda
jako vystup néjakou jednozna¢né uréenou permutaci vstupu.

Chovéni algoritmu proto muzeme popsat rozhodovacim stromem. Vnitini vr-
choly stromu odpovidaji porovnanim prvki, listy odpovidaji vydanym permutacim.
Ze stromu vynechdme vétve, které nemohou nastat (naptiklad pokud uz vime, Ze
1 < x3 a x3 < Tg, a prijde na fadu porovnéani x; s xg, uz je jasné, jak dopadne).

Pocet porovnani v nejhorsim pfipadé je roven hloubce stromu. Jak ji spocitat?

Vsimneme si, ze pro kazdou z moznych permutaci na vstupu musi chod algorit-
mu skonéit v jiném listu (jinak by existovaly dvé riizné permutace, které lze setfidit
tymiz prohozenimi, coZ neni mozné). Strom tedy musi mit alespoii n! riznych listi.

Hloubka rozhodovaciho stromu odpovida poc¢tu porovnani. My chceme dokézat,
Ze porovnani musi byt aspoii (nlogn).

Lemmatko: Ternarni strom hloubky k& ma nejvyse 3% listii.

Diikazik: Uvazme ternarni strom hloubky %k s maximalnim poctem lista.

V takovém stromu budou vSechny listy urcité lezet na posledni hladiné

(kdyby nelezely, mizeme pod néktery list na vyssi hladiné pfidat dalsi

dva vrcholy a ziskat tak ,listnat&jsi“ strom stejné hloubky). JelikoZ na

i-té hladiné je nejvyse 3* vrcholi, vech listtl je nejvyse 3*. Q@

2 2011-07-31



Z tohoto lemmatka plyne, Ze rozhodovaci strom musi byt hluboky alespon logs n!.
Zbytek uz je snadné cviceni z diskrétni matematiky:

Lemmatko: n! > n™/2,
Diikazik: n! = \/(n!)2 = \/1(n — 1) -2(n — 2) - ... - n - 1, coz miizeme také
zapsat jako \/1(n —1)-1/2(n —2)-...-v/n - 1. Pfitom pro kazdé 1 < k <n
je k(n+1—k) = kn+k—k? = n+(k—1)n+k(1—k) = n+(k—1)(n—k) > n.
Proto je kazd4 z odmocnin vétsi nebo rovna n'/2 an! > (n!/2)" = n/2, Q

Hloubka stromu tedy &ini minimélné logz n! > logs(n"/2) = n/2-logs n = Q(nlogn),
coz jsme chtéli dokdzat. Q
Ukézali jsme si tfidéni v ¢ase O(Nlog N) a také dokazali, Ze lip to v obec-
ném piipadé nejde. Nage tfidici algoritmy jsou tedy optimélni (aZ na multiplikativni
konstantu). Opravdu?
Prekvapivé mizeme tfidit i rychleji — véta omezuje pouze tfidéni pomoci po-
rovnavani. Co kdyz o vstupu vime vic, tfeba Ze je tvoren ¢isly z omezeného rozsahu.

Counting sort

Counting sort je algoritmus pro tfidéni N celych ¢isel s maximalnim rozsahem
hodnot R. T¥idi v ¢ase O(N + R) s pamétovou narocnosti O(R).

Algoritmus postupné prochéazi vstup a pocita si ke kazdému prvku z rozsahu,
kolikrat jej vidél. Poté az projde cely vstup, projde pocitadla a postupné vypise
v8echna ¢isla z rozsahu ve spravném poctu kopii.

Algoritmus: (tfidéni posloupnosti x1,...,2y € {1,..., R} pomoci Counting sortu)
1. Proi=1... R opakujeme:
2. p; <0
3. Proi=1...N opakujeme:
4. Pa; < Pay +1
5.7+ 1
6. Proi=1... R opakujeme:
7. Pokud p; # 0:

8. Vj —1
9. j—i+1
10. Vratime vysledek vq,...,vn.

Prihradkové tiidéni

Counting sort ndm moc nepomiize, pokud chceme tfidit ne pfimo cela ¢isla,
nybrz zaznamy s celoc¢iselnymi kli¢i. Na ty se bude hodit pfihradkové t¥idéni neboli
Bucket-sort (kbelikové t¥idéni).

Uvazujme opét N prvkua s kli¢i v rozsahu 1,..., R. Pofidime si R prihradek
Py, ..., P, prvky do nich roztfidime a pak postupné vypiSeme obsah pfihradek
v poradi podle kli¢t.
Potfebujeme k tomu ¢as O(N + R) a paméf O(N + R). Navic se jedna o stabilni
algoritmus.
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Algoritmus: (t¥idéni prvka xq,..., 2z, s kKliéi ¢1,...,¢, € {1,..., R} pomoci bucket-
sortu)

1. P...Pr + 0

2.Proi=1...n:

3. Vlozime z; do P,,.

4. Proj=1...R

5. VypiSeme obsah P;.
Lexikografické tridéni k-tic

Mé&jme n usporadanych k-tic prvkil z mnoziny {1 ... R}*. Ukol zni sefadit k-tice

slovnikové (lexikograficky). MiZzeme pouzit metodu rozdél a panuj, takze prvky se-
tfidime nejprve podle prvni soufadnice k-tic a pak se rekurzivné zavolame na kaz-
dou prihradku a t¥idime podle néasledujici souradnice. Nebo muzeme vyuzit toho, ze
bucket-sort je stabilni a t¥idit takto:
Algoritmus: (tfidéni k-tic z1, ..., z, lexikograficky pomoci Bucket-sortu)

1. S+ x1,...,2,.

2. Pro i = k az 1 opakujeme:

3. S < bucket-sort S podle i-té soutadnice.
4. Vydame vysledek S.

Pro prehlednost v nasledujicim pozorovani oznac¢me ¢ = k — ¢ + 1, coz presné
odpovida tomu, v kolikatém prichodu cyklu jsme.
Pozorovani: Po /-tém priichodu cyklem jsou prvky uspotradany lexikograficky podle
i-té az k-té soufadnice.
Diikaz: Indukci podle £:
® Pro £ =1 jsou prvky uspoifadany podle posledni soufadnice.
® Po /¢ pruchodech jiz mame prvky setfidény lexikograficky podle i-
té aZ k-té soufadnice a spoustime (¢ + 1)-ni pruchod, tj. budeme
tridit podle (i — 1)-ni soufadnice. Protoze bucket-sort tiidi stabilng,
zlstanou prvky se stejnou (i — 1)-ni soufadnici viic¢i sobé sefazeny
tak, jak byly sefazeny na vstupu. Z IP tam vSak byly serazeny
lexikograficky podle i-té az k-té soufadnice. TudiZ po (¢ + 1)-nim
prichodu jsou prvky sefazeny podle (i — 1)-ni az k-té soufadnice.
v
Casové slozitost je O(k - (n + R)), coZ je linearni s délkou vstupu (k - n) pro
pevné k a R; pamétova slozitost ¢ini ©(n + R).

Tr¥idéni ¢isel 1... R podruhé (Radix sort)

Zvolime zédklad Z a cisla zapiSeme v soustavé o zdkladu Z, ¢imz ziskame
(|log, R] + 1)-tice, na které spustime pfedchdzejici algoritmus. Diky tomu bude-
me tFidit v Case @({ggg -(n+ Z)). Jak zvolit vhodné Z?

Pokud bychom zvolili Z konstantni, ¢asové slozitost bude O(log R-n), coz mtize
byt nlogn nebo i vic. Zvolime-li Z = n, dostavame @(llzgf -m), coz pro R < n®
znamend O(an). Polynomidlné velkd celd ¢isla jde tedy t¥idit v linedrnim ¢ase.
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Tridéni fetézcu
(Na predndsce letos nebylo, ale pro dplnost uvddime.)

Méjme n fetézcti ri,72 ... 7, dlouhych Iy, ...1, Oznac¢me si L = maxi<i<n l;
délku nejdelsiho fetézce a R pocet znaki abecedy.

Problém je, Ze Fetézce nemusi byt stejné dlouhé (pokud by byly, lze se na Fetézce
divat jako na k-tice, které uz t¥idit umime). S tim se mizeme pokusit vyporadat
doplnénim fetézci mezerami tak, aby mély vsechny stejnou délku, a spustit na néj
algoritmus pro k-tice. Tim dostaneme algoritmus, ktery bude mit ¢asovou slozitost
O(Ln), coz bohuzel muze byt az kvadratické vzhledem k velikosti vstupu.

Priklad: na vstupu méjme k Fetézctl, kde prvnich £—1 z nich bude mit délku 1 a
posledni fetézec bude dlouhy presné k. Vstup mé tedy celkovou délku 2k —1 a my ted
doplnime prvnich k —1 fetézctt mezerami. Vidime, Ze algoritmus ted bude pracovat v
¢ase O(k?). To, co ndm nejvice zptisobovalo problémy u ptedchoziho piikladu, bylo
velké mnozstvi ¢asu zabraného porovnavanim doplnénych mezer. Zkusime proto fesit
nas problem trochu chytteji a koncové mezery do retézi viibec pridavat nebudeme.

Nejprve rozttidime bucket-sortem fetézce do pihradek (mnozin) P; podle jejich
délek, kde i znadi délku Fetézct v dané prihradce, neboli definujme P; = {r;|l; = i}.
Déle si zavedeme seznam setiidénych fetézci S takovy, Ze v ném po k-tém prichodu
tfidicim cyklem budou fetézce s délkou alesponi L—k+1 (oznacme [) a zarover v ném
tyto Fetézce budou setiidény lexikograficky od [-tého znaku po L-ty. Z definice tohoto
seznamu je patrné, ze po L krocich t¥idiciho cyklu bude tento seznam obsahovat
vsechny Tetézce a tyto Fetézce v ném budou lexikograficky sefazeny.

Zbyvéa uz jen popsat, jak tento cyklus pracuje. Nejprve vezme [-tou mnozinu P,
a jeji fetézce roztiidi do piihradek @; (kde index j znaéi j-ty znak abecedy) podle
jejich I-tého (neboli posledniho) znaku. Déle vezme seznam S a jeho Fetézce prida
opét podle jejich I-tého znaku do stejnych prihradek @Q; za jiz dfive pridané retézce
z P,. Na z&vér postupné projde vSechny piihradky @Q; a fetézce v nich pfesune do
seznamu S. Protoze Tetézce z pfihrddek @); bude brat ve stejném pofadi, v jakém
do nich byly umistény, a protoZe ze seznamu S, ktery je setfizeny podle (I + 1)-niho
znaku po L-ty, bude také brat fetézce postupné, bude seznam S po k-tém prichodu
pfesné takovy, jaky jsme chtéli (indukei bychom dokézali, Ze cyklus pracuje skuteéné
spravng). Zaroveii z popisu algoritmu je jasné, Ze béhem t¥idéni kazdy znak kazdé-
ho fetézce pouzijeme pravé jednou, tudiz algoritmus bude linearni s délkou vstupu
(pro tplnost dodejme, Ze popsany algoritmus funguje v pfipadech, kdy abeceda ma
pevnou velikost).

Algoritmus: (tfidéni Fetézch)

1. L + max(ly,la,...,1,)
2. Pro i < 1 do L opakuj:
4. Pro i + 1 do n opakuj:
5. pTZd(Ej (BL ) 7’1‘)
6.5« 0

7. Pro i < L do 1 opakuj:
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8. Pro j + 1 do R opakuj:

9. Qj ~0
10. Pro j + 1 do velikost(P;) opakuj:
11. vezmi(P;, 1)
12. pridej (Qi),7)
13. Pro j + 1 do velikost(S) opakuj:
14. vezmi (S, )
15. pridej (Qriy, )
16. S0
17. Pro j <~ 1 do R opakuj:
18. Pro k «+ 1 do velikost(Q;) opakuj:
19. vezmi(Q;,r)
20. pridej (S,r)

21. vysledek S

Casové slozitost tohoto algoritmu tedy bude O(RN), kde N je délka vstupu a
R pocet znakl abecedy.
Zoo t¥idicich algoritmu podruhé

Dopliime tedy nasi tabulku:

Cas Pomocnd pamét  Stabilni
InsertSort O(n?) o(1) +
MergeSort O(nlogn) O(n) +
HeapSort O(nlogn) o(1) -
QuickSort O(nlogn) O(logn) -
BucketSort O(n+ R) ©O(n+ R) +
k-tice O(k(n+ R)) O(n+ R) +
RadixSort O(nlog, R) O(n) +

K ¢emu je vlastné tridéni dobré?

Diky nému miizeme rychle vyhledavat prvky v mnoziné, konkrétné v case
O(logn) napf. pomoci pileni intervalii. Dalsim problémem, na ktery se hodi po-
uzit tfidéni, je zjisténi, zda se v posloupnosti néjaké jeji hodnoty opakuji. Da se
dokézat, Ze tuto tlohu nelze vytesit lépe (rychleji), nez tak, Ze hodnoty nejprve
setfidime a poté setfidénou posloupnost projdeme.

Nasobeni matic nxn a Strassentuv algoritmus

Nejdrive si pripomeneme definici nadsobeni dvou ¢tvercovych matic typu n x n.
Plati, ze prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci vysledné matice Z se rovna stan-
dardnimu skalarnimu soucinu ¢-tého fadku prvni matice X a j-tého sloupce druhé
matice Y. Formalné zapsano:

n
Zij =Y Xik - Yij.
k=1
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Néasobeni matic

Algoritmus, ktery by nasobil matice podle této definice, by mél ¢asovou slozitost
O(n?), protoze pocet prvki ve vysledné matici je n? a jeden skaldrni soucin vektort
dimenze n vyzaduje linearni pocet operaci.

My se s touto Casovou slozitosti ovsem nespokojime a budeme postupovat po-
dobné jako pfi vylepsovani algoritmu na nasobeni velkych ¢isel. Bez ijmy na obec-
nosti predpokladejme, ze budeme nasobit dvé matice typu n x n, kde n = 2%, k € N.
ODbé tyto matice rozdélime na ¢tvrtiny a tyto ¢asti postupné oznac¢ime u matice X
pismeny A, B, C a D, u matice Y pismeny P, ), R a S. Z definice ndsobeni matic
zjistime, ze ¢tvrtiny vysledné matice Z miizeme zapsat pomoci soucinu ¢asti nasobe-
nych matic. Leva horni ¢tvrtina bude odpovidat vysledku operaci AP + BR, prava
horni ¢tvrtina bude AQ + BS, leva dolni CP + DR a zbyld CQ + DS (viz obrézek).

A | B PO AP+BR | AQ+BS

C | D R S CP+DR | CO+DS
X Y Z

Naésobeni rozé¢tvrcenych matic

Prevedli jsme tedy problém nasobeni ¢tvercovych matic fadu n na nasobeni
¢tvercovych matic fadu n/2. Timto rozdélovanim bychom mohli pokradovat, dokud
bychom se nedostali na matice fadu 1, jejichz vynasobeni je trividlni. Dostali jsme
tedy klasicky algoritmus typu rozdél a panuj. Pomohli jsme si ale néjak? V kazdém
kroku provadime 8 nasobeni matic polovi¢niho fadu a navic konstantni pocet operaci
na n? prvcich. Dostavame tedy rekurentni zépis ¢asové sloZitosti:

T(n) = 8T (g) +0(n?).

Pouzitim Master Theoremu lehce dojdeme k zavéru, Ze slozitost je stale ©(n?),
tedy stejna jako pfi ndsobeni matic z definice. Zdanlivé jsme si tedy nepomohli,
ale stejné jako tomu bylo u nasobeni velkych ¢isel, i ted mtzeme zredukovat pocet
nasobeni matic polovi¢niho fadu, které nejvice ovliviiuje ¢asovou slozitost algoritmu.
Neni to bohuzel nic trividlniho, a proto si radéji rovnou fekneme spravné reseni.
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Jedna se o Strasseniv algoritmus, ktery redukuje potfebny pocet nasobeni na 7,
a jeSté pred tim, nez si ukazeme, jak funguje, dokazeme si, jak nam to s ¢asovou
slozitosti vlastné pomize:

T(n)=1T (g) +O(n?) = O(n°827) = O(n2898),

Vysledna sloZitost Strassenova algoritmu je tedy O(n?8%), coz je sice malé, ale
pro velké matice znatelné zlepseni oproti algoritmu vychazejicimu pfimo z definice.

Lemma: (vzorce pro nasobeni blokovych matic ve Strassenové algoritmu)

A B P Q T+ Ty —T5+ 17 T3+ T5
C D R S) Ty + T, T —To+T3+Ts )

kde:
T\=(A+D)-(P+S) Ts=(A+B) S
T3 =4-(Q-09) Tr=(B-D)-(R+S)

Diikaz: Do ¢tvercu 4 x 4 si napiSseme znaky + nebo — podle toho, jestli se pfi vypoctu
dané matice pfi¢itd nebo ode¢itd piislusny soudin dvou matic. Radky znamenaji
matice A, B, C' a D a sloupce zna¢i matice P, (), R a S. Pokud se tedy v prvnim
fadku a prvnim sloupci vyskytuje znak 4+, znamend to ze pri¢teme soucin matic
A a P. Nejdfive si spoc¢itame pomocné matice T1 az T7 a z nich pak dopocitame, co
bude na pfislusnych mistech ve vysledné matici.

= . | D= ... | B=| .. | TL=

-

-+ +

15 ++

Ts = T; =|

++ -
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Ty +Ty—Ts+T:=| T |=AP+BR
Ts+Ts=| ~  T|=AQ+BS
T2+T4:_;_: =CP+ DR

T =T+ T35+ T = + =CQ+ DS

Jak je vidét, vyslednd matice je tvofena stejnymi ¢astmi jako pfi obycejném
nasobeni. Touto kapitolou jsme tedy dokézali nasledujici vétu:
Véta: Strassentiv algoritmus pro nésobeni matic n X n mé ¢asovou slozitost v nej-
horsim pifpadé O(n?80%). Q
Poznamka: Zatim nejlepsi dokdzany algoritmus mé ¢asovou slozitost O(n?376), le¢
s velkou multiplikativni konstantou.

Dosazitelnost v grafech pomoci Strassenova algoritmu
Matice mohou souviset s mnoha na prvni pohled nesouvisejicimi problémy.
Lemma: Necht A je matice sousednosti grafu, necht .S ikj) oznacime pocet sled délky &

z vrcholu j do vrcholu i. Pak S®*) = Ak,
Diikaz: Indukci podle k:
e (1) =4
® Si(,];Jrl) = Ez:(i,z)eE(G) Sifc]) = EZ:I Aivzszgl,cj) = (AS(k))’iJ
@
Pridanim smycek do matice A zjistime dostupnost vrcholi po cestach dlouhych
k nebo kratsich.
Staéi tedy spocitat matici B = (A + E)* pro libovolné k > n (E je jednotkova
matice). Pak B, ; # 0 pravé kdyz existuje cesta z vrcholu ¢ do vrcholu j.
Pro vypoéitani B nam staci [log n] umocnéni matice na druhou, coz je specialni
piipad nasobeni matic. Casova slozitost celého algoritmu tedy ¢ini O(n!°827 - logn).
Musime vSak dévat pozor a normovat ¢isla (nulu nechdme, nenulové nahradi-
me p¥i kazdém nasobeni jednic¢kou), aby ndm neprerostla pres hlavu a hlavné pres
maximalni integer.
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