8. Geometrie vraci uder (sepsal Pavel Klavik)

KdyZ s geometrickymi problémy poifadné nezametete, ony vam to vrati! Ale kdyz
uz zametat, tak urc¢ité ne pod koberec a misto smetdku pouzijte pfimku. V této
prednésce nas spolu s dvéma geometrickymi problémy samoziejmé ¢ekad pokracovani
pohadky o lednich medvédech.

Medvédi vyresili rybi problém a hlad je jiz netrapi. Avsak na severu neZiji sami,
za sousedy maji Eskymdky. ProtoZe je rozhodné lepsi se sousedy dobre vychdzet, jsou
medvédi a Eskymdci velct prdtelé. Skoro kazdy se se svymi prdteli rad schdzi. Avsak
to je musi nejprve nalézt . ..

Hledani pruseciku usecek
Zkusime nejprve Eskyméaktm vyfesit lokalizaci lednich medvédt.

Kdyz takovy medvéd nemd co ma prdci, rdd se prochdzi. Na mistech, kde se
trasy protinaji, je zvysend sance, Ze se dva medvédi potkaji a zapovidaji — ostatné co
byste cekali od medvédi. To jsou ta spravnd mista pro Eskymdka, ktery chce potkat
medvéda. JenomZe jok tato kiiZeni najit?

Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze medvédi chodi po tseckich tam a zpét.
Budeme tedy chtit nalézt vSechny priseciky tsecek v roviné.

BEAR
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CROSSING

Problém Eskyméki: Kde vSude se k¥izi medvédi trasy?

Pro n tise¢ek miize existovat az 2(n?) pruseciki. () Tedy optiméalni sloZitosti
by dosahl i algoritmus, ktery by pro kazdou dvojici tisecek testoval, zda se protina-
ji. Casovou sloZitost algoritmu vSak posuzujeme i vzhledem k velikosti vystupu p.
Typické rozmisténi tsecek miva totiz pruseciku spiSe pomalu. Pro tento pfipad si
ukézeme podstatné rychlejsi algoritmus.

Pro jednodussi popis predpokladejme, ze tsecky lezi v obecné poloze. To zna-
mena, ze zadné tii tisecCky se neprotinaji v jednom bodé a prinikem kazdych dvou
asecek je nejvyse jeden bod. Navic predpokladejme, ze krajni bod zadné tsecky ne-
lezi na jiné Gsecce a také neexistuji vodorovné tsecky. Na zavér si ukazeme, jak se s
témito pripady vyporadat.

(1) Zkuste takovy piiklad zkonstruovat.

1 2010-02-09



Algoritmus funguje na principu zametani roviny, popsaném v minulé prednasce.
Budeme posouvat vodorovnou pfimku odshora doli. Vzdy, kdyz narazime na novy
prunik, ohldsime jeho vyskyt. Samoziejmé spojité posouvani nahradime diskrétnim
a primku vzdy posuneme do dalsiho zajimavého bodu.

Zajimavé udalosti jsou zacdtky usecek, konce usecek a priseciky usecek. Po
utfidéni znadme pro prvni dva typy udélosti poradi, v jakém se objevi. Vyskyty
prisecikit budeme pocitat priubézné, jinak bychom cely problém nemuseli fesit.

V kazdém kroku si pamatujeme prirez P — posloupnost tsecek aktualné protnu-
tych zametaci primkou. Tyto tsecky mame utfidéné zleva doprava. Navic si udrzuje-
me kalendar K budoucich udélosti. Z hlediska pruseciki budeme na usecky nahlizet
jako na polopfimky. Pro sousedni dvojice tisecek si udrzujeme, zda se jejich sméry
nékde protnou. Algoritmus pro hledani prunika tsecek funguje nasledovné:

Algoritmus:

1. P+ 0.

2. Do K vlozime zacatky a konce vSech tsecek.

3. Dokud K # 0:

4. Odebereme nejvyssi udalost.

Pokud je to zacatek usecky, zatfidime novou tsecku do P.
Pokud je to konec usecky, odebereme tsecku z P.

Pokud je to prisecik, nahlasime ho a prohodime tsecky v P.

®© N> o

Navic vzdy pfepocitame prisecikové udalosti, vzdy maximalné
dvé odebereme a dvé nové pridame.

Zbyvéa rozmyslet si, jaké datové struktury pouzijeme, abychom priisec¢iky nalezli
dostatecné rychle. Pro kalendar pouzijeme naptiklad haldu. Prifez si budeme udr-
zovat ve vyhledavacim stromé. Poznamenejme, Zze nemusime znat souradnice usecek,
stacl znat jejich poradi, které se mezi jednotlivymi udalostmi neméni. Pfi pfidavani
asecek prochazime stromem a porovnavame soutfadnice v prurezu, které pribézné
dopocitavame.

Kalendar obsahuje vidy nejvyse O(n) udélosti. Podobné prifez obsahuje v
kazdém okamziku nejvyse O(n) tsecek. Jednu udélost kalendafe dokdzeme oSet¥it
v ¢ase O(logn). Vsech udalosti je O(n + p), a tedy celkova slozitost algoritmu je
O((n + p) logn).

Slibili jsme, Zze popiseme, jak se vyporadat s vySe uvedenymi podminkami na
vstup. Udalosti kalendare se stejnou y-ovou souradnici budeme tfidit v poradi zacat-
ky, pruseciky a konce tsecek. Tim nahlasime i pruseciky kraju tsecek a ani vodorovné
tsecky nebudou vadit. Podobné se neni tieba obavat prisecikii vice iseCek v jednom
bodé. Usecky jdouci stejnym smérem, jejichz priinik je tisecka, jsou komplikované;jsi,
ale 1ze jejich priiseCiky osSetfit a vypsat tfeba souradnice tisecky tvorici jejich prinik.

Na zavér poznamenejme, ze Balaban vymyslel efektivnéjsi algoritmus, ktery
funguje v ¢ase O(nlogn + p), ale je podstatné komplikovanéjsi.
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Hledani nejblizsich boda a Voroného diagramy

Nyni se pokusime vyfesit i problém druhé strany — pomuzeme medvédim nalézt
Eskymaky.

Eskymdaci travi vétsinu casu doma, ve svém igli. Takovy medvéd je na své toulce
zasnézenou krajinou, kdyZ tu se majednou rozhodne navstivit néjakého Eskymdka.
Proto se podivd do své medvédi mapy a nalezne nejblizst igli. Md to ale jeden hdacek,
iglti jsou spousty a medvéd by ddvno usnul, nez by nejblizsi objevil (2

Popiseme si nejprve, jak vypadd medvédi mapa. Medvédi mapa obsahuje ce-
lou Arktidu a jsou v ni vyznacena vSechna igli. Navic obsahuje vyznacené oblasti
tvorené body, které jsou nejblize k jednomu danému igli. Takovému schématu se
tika Voroného diagram. Ten pro zadané body x1,...,x, obsahuje rozdéleni roviny
na oblasti By, ..., By, kde B; je mnozina boda, které jsou blize k x; nez k ostatnim
bodiim z;. Formélné jsou tyto oblasti definovany nasledovné:

B ={y e R* | Vj: p(zs,y) < p(z;,9)},

kde p(z,y) znadi vzdalenost bodd z a y.

Ukazeme si, ze Voroného diagram mé prekvapivé jednoduchou strukturu. Nej-
prve uvazme, jak budou vypadat oblasti B, a Bj pouze pro dva body a a b, jak je
naznaceno na obrazku. Vsechny body stejné vzdalené od a i b lezi na pfimce p —
ose usecky ab. Oblasti B, a By jsou tedy tvofeny polorovinami ohrani¢enymi osou
p. Tedy obecné tvofi mnozina vSech bodt blizsich k x; nez k z; néjakou polorovinu.
Oblast B; obsahuje vSechny body, které jsou sou¢asné blizsi k x; nez ke vSem ostat-
nim bodim z; — tedy lezi ve vSech polorovinach soucasné. Kazd4 z oblasti B; je
tvofena prinikem n — 1 polorovin, tedy je to (moZzné neomezeny) mnohothelnik. )
Priklad Voroného diagramu je naznacen na obrazku. Zadané body jsou oznaceny
prazdnymi krouzky a hranice oblasti B; jsou vyznacené ¢ernymi ¢arami.

(2) 71i jazykové by fekli, ze medvédi jsou moc lini a nebo v mapéch ani &ist neumi!
(3) Slygeli jste uz o linedrnim programovani? Jak nazev viibec nenapovi, linedrni
programovdni je teorii zabyvajici se fesenim a vlastnostmi soustav lineadrnich ne-
rovnic. Linedrni program je popsany linearni funkci, kterou chceme maximalizovat
za podminek popsanych soustavou linearnich nerovnic. Kazda nerovnice urcuje po-
loprostor, ve kterém se pripustna feseni nachéazi. Protoze pfipustné feseni spliiuje
v8echny nerovnice zaroveil, je mnozina vSech pfipustnych feseni (mozné neomezeny)
mnohostén, obecné ve veliké dimenzi R?, kde d je po&et proménnjch. MnoZiny B; lze
snadno popsat jako mnoziny vSech pripustnych feseni linedrnich programt pomoci
vyse ukazanych polorovin. Na zavér poznamenejme, ze dlouho oteviena otazka, zda
Ize nalézt optimalni feSeni linedrniho programu v polynomialnim case, byla pozitiv-
né vyfesena — je zndm polynomialni algoritmus, kterému se fikd metoda vnitrniho
bodu. Na druhou stranu, pokud chceme najit pripustné celociselné reseni, je tiloha
NP-tplna a je jednoduché na ni prevést spoustu optimalizacnich problémt. Dokazat
NP-tézkost neni prili§ tézké. Na druhou stranu ukézat, ze tento problém lezi v NP,
neni vibec jednoduché.
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Body blizsi k a nez b. Voroného diagram.

Neni ndhoda, pokud vam hranice oblasti pfipomina rovinny graf. Jeho vrcholy
jsou body, které jsou stejné vzdalené od alespon tii zadanych bodid. Jeho stény
jsou oblasti B;. Jeho hrany jsou tvofeny ¢asti hranice mezi dvéma oblastmi — body,
které maji dvé oblasti spole¢né. Obecné prunik dvou oblasti mize byt, v zavislosti
na jejich sousedéni, prazdny, bod, tsecka, poloprimka nebo dokonce celd piimka.
V dalsim textu si pfedstavme, ze cely Voroného diagram uzavieme do dostatecné
velkého obdélnika,® ¢imz dostaneme omezeny rovinng graf.

Poznamenejme, Ze prerusované ¢ary tvori hrany duélniho rovinného grafu s vr-
choly v zadanych bodech. Hrany spojuji sousedni body na kruznicich, které obsahuji
alespon tii ze zadanych bodu. Napftiklad na obrazku dostavame skoro samé troju-
helniky, protoze vétsina kruznic obsahuje pfesné tfi zadané body. Avsak nalezneme
i jeden C¢tyithelnik, jehoz vrcholy lezi na jedné kruznici.

Zkusime nyni odhadnout, jak velky je rovinny graf popisujici Voroného dia-
gram. Podle slavné Eulerovy formule mé kazdy rovinny graf nejvyse linedrné mnoho
vrcholt, hran a stén — pro v vrchold, e hran a f stén je e < 3v—6 anavic v+ f = e+2.
Tedy slozitost diagramu je linedrni vzhledem k poctu zadanych bodt n = f, O(n).
Navic Voroného diagram lze zkonstruovat v ¢ase O(nlogn), naptiklad pomoci zame-
tani roviny nebo metodou rozdél a panuj. Tim se vSak zabyvat nebudeme,(® misto
toho si ukazeme, jak v jiz spocteném Voroného diagramu rychle hledat nejblizsi
body.

{(4) Pfeci jenom i celd Arktida je omezené velka.

5) Pro zvidavé, ktefi nemaji zkousku druhy den rano: Detaily naleznete v zapiscich
z predlotiského ADSka.
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Lokalizace bodu uvnitf mnohotihelnikové sité

Problém medvédi je najit v medvédi mapé co nejrychleji nejblizsi igld. Mame v
roviné sit tvofenou mnohotihelniky. Chceme pro jednotlivé body rychle rozhodovat,
do kterého mnohotihelniku patii. Nase feseni budeme optimalizovat pro jeden pevny
rozklad a obrovské mnozstvi raznych dotazi, které chceme co nejrychleji zodpoveé-
dét.(%) Nejprve predzpracujeme zadané mnohothelniky a vytvofime strukturu, ktera
nam umozni rychlé dotazy na jednotlivé body.

Ukazme si pro zacatek feSeni bez predzpracovani. Rovinu budeme zametat
pfimkou shora dold. Podobné jako pri hledani priiseciki tisecek, udrzujeme si priifez
pfimkou. Vsimnéte si, Ze tento prufez se méni jenom ve vrcholech mnohothelnikt.
Ve chvili, kdy narazime na hledany bod, podivame se, do kterého intervalu v prife-
zu patfi. To ndm d4 mnohouhelnik, ktery nahlasime. Prufez budeme uchovavat ve
vyhledavacim stromé. Takové Feseni mé slozitost O(nlogn) na dotaz, coz je hrozné
pomalé.

Predzpracovani bude fungovat nasledovné. Jak je naznaceno na obrazku pre-
rusovanymi ¢arami, roziezeme si celou rovinu na pasy, béhem kterych se prifez
pfimkou neméni. Pro kazdy z nich si pamatujeme stav stromu popisujici, jak vypadal
prifez pii prochazeni timto pasem. Kdyz chceme lokalizovat néjaky bod, nejprve pt-
lenim nalezneme pas, ve kterém se nachazi. Poté polozime dotaz na prislusny strom.
Strom prochazime a po cesté si dopocitdme soufadnice prurezu, az lokalizujeme
spravny interval v prufezu. Dotaz dokdZzeme zodpovédét v case O(logn). Hledany
bod je na obrazku naznacen prazdnym koleckem a nalezeny interval v prifezu je
vytazeny tucné.

Mnohothelniky rozfezané na pasy.

Jenomze nase feseni ma jeden hacek: Jak zkonstruovat jednotlivé verze stro-
mu dostatecéné rychle? K tomu napomohou édstecné perzistentni datové struktury.

(6) Predstavujme si to tieba tak, ze medvédim zprovoznime server. Ten jednou
schrousta celou mapu a potom co nejrychleji odpovida na jejich dotazy. Medveédi
tak nemusi v mapéach nic hledat, staci se pfipojit na server a pockat na odpovéd.
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Pod perzistenci se mysli, ze struktura umo#iiuje uchovévat svoji historii. Césteéns
perzistentni struktury nemohou svoji historii modifikovat.

Popiseme si, jak vytvofit perzistentni strom s paméti O(logn) na zménu. Po-
kud provadime operaci na stromé, méni se jenom maléd ¢ast stromu. Napriklad pfi
vklddani do stromu se méni jenom prvky na jedné cesticce z kofene do listu (a
pripadné rotaci i na jejim nejblizs§im okoli). Proto si ulozime upravenou cesticku a
zbytek stromu budeme sdilet s predchozi verzi. Na obrazku je vyznacena cesta, jejiz
vrcholy jsou upravovany. Sedé oznacené podstromy navésené na tuto cestu se nemé-
ni, a proto na né staci zkopirovat ukazatele. Mimochodem zmény kazdé operace se
slozitost! O(k) lze zapsat v paméti O(k), prosté operace nem4 tolik ¢asu, aby mohla
pozménit prili§ velikou ¢ast stromu.

Jedna operace méni pouze okoli cesty — navésené podstromy se nemeéni.

Celkova Gasové slozitost je tedy O(nlogn) na pfedzpracovani Voroného diagra-

mu a vytvoreni persistentniho stromu. Kviili persistenci potiebuje toto predzpraco-
vani pamét O(nlogn). Na dotaz spotfebujeme ¢as O(logn), nebot nejprve vyhleda-
me pilenim pfislusny pas a poté polozime dotaz na prislusnou verzi stromu. Rychleji
to ani provést neptjde, nebot potiebujeme utfidit soufadnice bodi.
Lze to lépe? Na zavér poznamenejme, Ze se umi provést vySe popsand persistence
vyhledavaciho stromu v amortizované paméti O(1) na zménu. Ve struénosti nazna-
¢ime myslenku. Pouzijeme stromy, které pti insertu a deletu provadi amortizované
jenom konstantné mnoho tprav své struktury. To nam napiiklad zaruci 2-4 stromy z
prednéasky a podobnou vlastnost 1ze dokazat i o ¢erveno-cernych stromech. P¥i zmé-
né potom nebudeme upravovat celou cestu, ale upravime jenom jednotlivé vrcholy,
kterych se zména tyka. Kazdy vrchol stromu si v sobé bude pamatovat az dvé své
verze. Pokud chceme vytvorit tfeti verzi, vrchol zkopirujeme stranou. To vSak mtize
vyvolat zmény v jeho rodi¢ich az do kofene. Situace je naznacena na obrazku. Pfi
vytvofeni nové verze 3 pro vrcholu v vytvorime jeho kopii v/, do které uloZzime tuto
verzi. AvSak musime také zménit rodice u, kterému vytvorime novou verzi ukazujici
na v’. Abychom dosahli kyZené konstantni pamétové slozitosti, pomiiZe potencidlovy
argument — zmén se provadi amortizované jenom konstantné mnoho. Navic si pro
kazdou verzi pamatujeme jeji koren, ze kterého mame dotaz spustit.
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verze 2

verze 1
u
verze 2 «— verze 3
verze 1
v o

Vytvoreni nové verze vrcholu.
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