5. Paralelni séiténi, bitonické tridéni (zapsal: Petr Jankovsky)

Minule jsme si zavedli paralelni vypocetni model, ve kterém si nyni néco na-
programujeme . ..
Sc¢itani binarnich cisel

Me¢jme dvé cisla = a y zapsané ve dvojkové soustave. Jejich éislice oznadme
Tr—1...T0 & Yn—1---Y0, kde i-ty ¥4d ma vahu 2°. Nyni budeme chtit tato ¢&isla
seCist.

K tomuto tcelu se ihned nabizi pouzit stary dobry ,Skolni algoritmus®, ktery
funguje ve dvojkové soustavé stejné dobre jako v desitkové. Zkratka séitame cisla
zprava doleva. Vzdy seCteme prislusné ¢islice pod sebou a pfic¢teme prenos z nizsiho
fadu. Tim dostaneme jednu dislici vysledku a prenos do vyssiho fadu. Formalné
bychom to mohli zapsat tfeba takto:

Zi =i DY O ¢,
kde z; je i-ta ¢islice souétu, @ znaci operaci XOR (soudet modulo 2) a ¢; je pienos
z (¢ —1)-niho ¥adu do i-tého. Pfenos pfitom nastane tehdy, pokud se ndm potkaji dvé
jednicky pod sebou, nebo kdyz se vyskytne alespon jedna jednicka a k tomu pienos
z niz§iho fadu. Jinymi slovy tehdy, kdyz ze t¥i xorovanych cislic jsou alesponn dvé
jedni¢ky (pomoci obvodu pro majoritu z minulé prednasky lehce zkonstruujeme):
Co = 0,
Ci+1 = (J?z & yi) \Y (J?z & Ci) V (yi & Ci).

Takovéto sc¢itani sice perfektné funguje, nicméné je bohuzel pomérné pomalé.
Pokud bychom stavéli hradlovou sit podle tohoto predpisu, byla by sloZend z néja-
kych podsiti (,krabi¢ek®), které budou mit na vstupu z;, y; a ¢; a jejich vystupem
bude z; a ¢;41.

Xo |Yo
!
- Co
Xy |Ya |
¢ ch;‘ Z,

. 4_’Cz z,

Scitani skolnim algoritmem.

Vsiméme si, ze kazdéa krabicka zavisi na vystupu té pfedchézejici. Jednotlivé
krabicky tedy musi urcité lezet na riznych hladinich. Celkové bychom museli pouzit
O(n) hladin a jelikoz je kazda krabicka konstantné velkd, také ©(n) hradel. To dava
linearni ¢asovou i prostorovou slozitost, ¢ili oproti sekvenénimu algoritmu jsme si
nepomohli.

Zamysleme se nad tim, jak by se proces s¢itani mohl zrychlit.
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Prenosy v blocich

Jediné, co nas pri sc¢itani brzdi, jsou prenosy mezi jednotlivymi rfady. Kazdy
rad, aby vydal soucet, musi pockat na to, az dopocitaji vSechny predchézejici fady.
Teprve pak se totiz dozvi prenos. Kdybychom ovSem prenosy dokazali spocitat né-
jakym zpusobem paralelné, mame vyhrano. Jakmile zndme vSechny prenosy, soucet
uz zvladneme dopocitat na konstantné mnoho hladin — tedy v konstantnim case.

Podivejme se na libovolny blok v naSem souctu. Tak budeme fikat ¢islim
Tj...T; ay;...y; vnéjakém intervalu indexi (i, 7). Pfenos ¢;11 vystupujici z tohoto
bloku zavisi mimo hodnot s¢itanci uz pouze na prenosu c¢;, ktery do bloku vstupuje.

X1 X; X; Xo
Yna Yi Yi Yo
C, Cis1 C Co =

Blok souctu.

Z tohoto pohledu se muzeme na blok také divat jako na néjakou funkci, kterd
dostane jednobitovy vstup a vyda jednobitovy vystup. To je ndm piijemné, nebot
takovych funkeci existuji jenom ¢tyfi typy:

L f(z) =0, (0)

2. fle) =1, (1)

3. f(x) ==z, (< — kopirovéni)
4. f(x) = .

Jak se za chvili ukaze, posledni pfipad, kdy by néjaky blok pfedaval opacny
prenos, nez do néj vstupuje, navic nikdy nemutiZze nastat. Pojdme si to rozmyslet.
Jednobitové bloky se chovaji velice jednoduse:

1] [0 1
0 < < 1
Tabulka trividlnich bloka.

Z prvniho bloku evidentné vzdy vyleze 0, at do néj vstoupi jakykoli pfenos.
Posledni blok naopak sam o sobé pfenos vytvari, at jiz do néj vleze jakykoliv. Blo-
ky prostfedni se chovaji stejné, a to tak, ze samy o sobé zadny pienos nevytvori,
ale pokud do nich néjaky prijde, tak také odejde.

Méjme nyni néjaky vétsi blok C slozeny ze dvou mensSich podbloki A a B,
jejichz chovani uz zname. Z toho mizeme odvodit, jak se chova cely blok:
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0
0|0
A1 1
<|0

_ a0l
AN = OlA

Skladani chovani blokd.

Pokud vyssi blok prenos pohlcuje, pak at se uz nizsi blok chova jakkoli, slozeni
téchto blokt musi vzdy pohlcovat. V prvnim fadku tabulky jsou tudiZ nuly. Analo-
gicky, pokud vyssi blok generuje pienos, tak ten nizsi na tom nic nezmeéni. V druhém
radku tabulky jsou tedy samé jednicky. Zajimavéjsi pripad nastava, pokud vyssi blok
kopiruje — tehdy zalezi ¢isté na chovani nizsiho bloku.

Vsimnéme si, ze skladani chovani blokt je vlastné uplné obycejné sklddani
funkci. Nyni bychom mohli prohlasit, ze budeme pocitat nad tfiprvkovou abecedou,
a Ze celou tabulku dokdZeme spodéitat jednim jedingym hradlem. Pojdmé si vSak
rozmyslet, jak bychom takovouto véc popsali ¢isté bindrné. Jak tedy tyto tfi stavy
popisovat pouze nékolika bity?

Evidentné nam k tomuto binarnimu zakédovani t¥i stavii budou stacit bity dva.
Oznacme si je jako p a ¢. Tato dvojice mize nabyvat hned ¢tyf moznych hodnot,
kterym priradime t¥i mozné chovani bloku. Toto kédovani miizeme zvolit zcela libo-
volné, ale pokud si ho zvolime Sikovné, usetiime si dale praci pfi kompozici. Zvolme
si tedy kodovani takto:

® (17*) =<,
® (070) =0,
° (O7 =1

Tomu, ze blok kopiruje, odpovidd dvojice p = 1; ¢ = cokoliv. V ostatnich
pripadech bude p nulové a ¢ ndm bude fikat, co je na vystupu pfislusného bloku.
Jinymi slovy p = 0 znamend, ze funkce je konstanta, pficemz ¢ fika jaka; naproti
tomu p = 1 znamen4, Ze funkce je identita, at uz je ¢ cokoli.

Pojdme si nyni ukézat, jak bude celé skladani blokt vypadat. Rozmysleme si,
kdy je p celého dvojbloku jednickové, tedy kdy cely dvojblok kopiruje. To nastane
tehdy, pokud kopiruji obé€ jeho ¢asti, a tedy p = p, & pp. Déle ¢ bude rovno jednicce,
pokud ¢ = (—pa & qa) V (Pa & av).

Skladani chovani blokt lze tedy popsat bud ternarné — tabulkou, ale lze to
i bindrné vyse uvedenym predpisem.

Nyni si tedy mtzeme dopfedu vypocitat chovani bloku velikosti jedna, poté
z nich sklddanim blokt velikosti dva, dal velikosti ¢tyfi, osm, atd ...
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Paralelni séitani

Paralelni algoritmus na scitani uz zkonstruujeme pomérné snadno. Bez Gjmy
na obecnosti budeme predpokladat, ze pocet bitd vstupnich ¢isel je mocnina dvojky,
jinak si vstup doplnime nulami, coz vysedny ¢as béhu algoritmu zhorsi maximéalné
konstanta-krat.

1. Spoéteme chovani bloki velikosti 1. (O(1) hladin)

2. Postupné pocitame chovani bloka (! velikosti 2, 4, 8, ..., 2F. (O(logn)
hladin, na nichz se skladaji bloky)

3. ¢p < 0 (pfenos do nejnizsiho Fadu je vzdy 0)

4. Uréime ¢,, podle ¢ a chovani (jediného) bloku velikosti 7.

5. Postupné dopo¢itdme pfenosy na hranicich délitelnych 2* ,zahusto-
vanim“: jakmile vime cyx, mizeme dopocitat coryor—1 podle chovani
bloku (2%, 2% + 251} (O(logn) hladin, na nichz se dosazuje)

6. Secteme: Vi: z; = x; Dy; D ¢;.

Pofadibitu | 7| 6| 5| 4[3[2[ 1] 0
Prvnigislo [0 1| 1] 1]/0]|1]0]0
Druhé &islo 0] 0] 1] 1[1]0[1]1
ol <] 1] 1]<] <] <]|<
. 0 1 < <
Bloky s prenosy 0 =
0

Prenos [0 [1[1]1]0]0]0[0]

Vypocet prenosu.

Algoritmus pracuje v ¢ase O(logn). Hradel je pouzito linedrné: na jednotlivych
hladinach kroku 2 pocet hradel exponencialné klesa od n k 1, na hladinéch kroku 5
exponencialné stoupé od 1 k n, takZze dohromady se seéte na ©(n).

Tridéni

Nyni se podivame na druhy problém, a to na problém t¥idéni. Jiz zndme po-
mérné efektivni sekvenéni algoritmy, které dovedou tfidit v ¢ase O(nlogn). Byli
bychom jisté radi, kdybychom to zvladli jesté rychleji. Pojdme se podivat, zda by
nam v tom nepomohlo problém paralelizovat.

Budeme pfi tom pracovat ve vypocetnim modelu, kterému se fikd komparato-
rové sit. Ta je postavend z hradel, kterym se k4 komparatory.

(1) myslime ,,pFirozené zarovnané“ bloky, tedy takové, jejichZ poloha je nasobkem
velikosti
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Komparator

Definice: Kompardtorovd sit je kombina¢éni obvod, jehoz hradla jsou komparatory.

Komparator umi porovnat dvé hodnoty a rozhodnout, kterd z nich je vétsi
a kterd mensi. Nevraci vSak booleovsky vysledek jako bézné hradlo, ale ma dva
vystupy, pricemz na jednom vrati mensi ze vstupnich hodnot a na druhém vétsi.

Vystupy komparator se nevétvi. Nemizeme tedy jeden vystup ,rozdvojit“
a pripojit ho na dva vstupy. (Vétveni by dokonce ani nemélo smysl, protoze zatimco
rozdvojit bychom mohli, slouc¢it uz ne. Pokud tedy chceme, aby sit méla n vstupt
i n vystupi, rozdvojeni stejné nesmime provést, i kdybychom jej méli povolené.)
Priklad: Bubble sort

Obrézek Bubble 1 ilustruje pouziti komparatora pro tfidéni Bubble sortem.
Sipky pfedstavuji jednotlivé komparatory. Vypodet viak jesté miizeme vylepsit.

x1 x2 x3 x4 xH

x1 x2 x3 x4 X5

Bubble 1 Bubble 2

Snazime se vypocet co nejvice paralelizovat (viz obrazek Bubble 2). Jak je
vidét, komparatory na sebe nemuseji ¢ekat. Tim mizeme vypocet urychlit a misto
¢asu ©(n?) docilit ¢asové slozitosti ©(n). V obou pifpadech je zachovan kvadraticky
prostor.

Nyni si ukdzeme jesté rychlejsi t¥idici algoritmus. Pijdeme na néj vSak trochu
,od lesa“. Nejdfive vymyslime sit, ktera bude umét t¥idit jenom néco - totiz bitonické
posloupnosti.
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Definice: Rekneme, Ze posloupnost xg, . .., Z,_1 je Cisté bitonickd pravé tehdy, kdyz
pro néjaké xp,k € {0,...,n — 1} plati, ze vSechny prvky pfed nim (v¢etné jeho
samotného) tvofi rostouci poslopnost, kdezto prvky stojici za nim tvoii poslopnost
klesajici. Formalné zapsano musi platit, ze:

To <21 < ... S Tp 2 Xpyp1 = -0 2 Ty

Definice: Posloupnost g ... x,_1 je bitonickd, pravé kdyz 3 j € {0,...,n — 1}, pro
které je rotace puvodni posloupnosti o j prvki, tedy posloupnost

Ljs L(j4+1) mod ny+ + - » L(j+n—1) mod n>
Cisté bitonicka.
Definice: Separdtor S,, je sit, ve které jsou vidy i-ty a (i + n/2)-ty prvek vstupu

(proi =0,...,n/2 — 1) propojeny kompardtorem. Minimum se pak stane i-tym,
maximum (¢ 4+ n/2)-tym prvkem vystupu.

Zo T X2 - Tn—2 Tp-1

(Yis Yivny2) = CMP (24, T4 0, /2)

Lemma: Pokud separator dostane na vstupu bitonickou posloupnost, pak jeho vystup
Yo, - - -, Yn—1 SPlnuje:

(i) Yo, ++Yn/2—1 @ Yn/2,- - Yn—1 jsou bitonické posloupnosti,

(ii) Pro vSechna 4,5 < n/2 plati y; < yj4n/2-

Separator nam tedy jednu bitonickou posloupnost na vstupu rozdéli na dvé bi-
tonické posloupnosti, pfi¢emz navic kazdy prvek prvni posloupnosti (yo, .. ., ¥n/2-1)
je mensi nebo roven prvkim druhé posloupnosti (y,/2, .-, ¥n—1)-

Nez pristoupime k diukazu lemmatu, ukazme si, k ¢emu se nam bude hodit.
Definice: Bitonickd tridicka B, je obvod sestaveny ze separatori, ktery dostane-li na

vstupu bitonickou posloupnost délky n (BUNO konstruujeme t¥idicku pro n = 2%),
vyda setfidénou zadanou posloupnost délky n.

Tiidicka dostane na vstupu bitonickou posloupnost. Separdtor S, ji pak dle
lemmatu rozdéli na dvé bitonické posloupnosti, kdy je kazdy prvek z prvni posloup-
nosti mensi nez libovolny prvek z druhé. Tyto poloviny pak dalsi separatory rozdéli
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na ¢tvrtiny, ..., aZz na konci zbudou pouze jednoduché posloupnosti délky jedna
(zjevné setiidéné), které mezi sebou maji pozadovanou nerovnost — tedy kazda po-
sloupnost (nebo spiSe prvek) nalevo je < nez prvek napravo od néj.

Bitonicka tridicka B,,

Jak je vidét, bitonicka t¥idicka nam libovolnou bitonickou posloupnost délky n
set¥idi na ©(logn) hladin.

Nyni se d& odvodit, Ze pokud umime t¥idit bitonické posloupnosti, umime se-
t¥idit vSechno. Vzpomenme si na t¥idéni slévanim — Merge sort. To funguje tak, ze
zacne s jednoprvkovymi posloupnostmi, které jsou evidentné setfidéné, a poté vzdy
dvé setfidéné posloupnosti sléva do jedné. Kdybychom nyni uméli paralelné slévat,
mohli bychom vytvofit i paralelni Merge sort. Jinymi slovy, potfebujeme dvé rostouci
posloupnosti néjak efektivné slit do jedné setfidéné. Uvédomme si, Ze to zvladneme
jednoduse — stac¢i druhou z posloupnosti obratit a ,pfilepit za prvni, ¢imz vznikne
bitonické posloupnost, kterou poté miizeme setfidit nasi bitonickou tfidickou.

Priklad: Merge sort

Bitonicka tridicka se tedy da pouzit ke slévani setfidénych posloupnosti. Ukaz-
me si, jak s jeji pomoci sestavime soucastky slévacky M,:

Settidéné posloupnosti zg,...,ZTn—1 a Yo, .., Yn—1 Spojime do jedné bitonické
posloupnosti xg,...,Tn—1,Yn—1,-..,Y0. Z této posloupnosti vytvorime pomoci bi-
tonické tridicky Bs, setfidénou posloupnost. Vytvorime tedy blok My, ktery se
ovSem sestava de facto pouze z bloku Bs,,, jehoz druhé polovina vstupu je zapojena
v obraceném poradi.

Paralelni MergeSort.
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Nyni se pokusme odhadnout ¢asovou slozitost. Na§ MergeSort bude mit radove
hloubku bloku log n. V kazdém bloku M, je navic ukryta bitonicka tfidicka s taktéz
logaritmickou hloubkou. Celkova hloubka tedy bude log2+1log4+...+log2F +.. .+
log n. Po secteni nakonec dostavame vyslednou ¢asovou slozitost (9(10g2 n).

Dodejme jesté, ze existuje i t¥idici algoritmus, kterému staci jen O(log n) hladin.
Jeho multiplikativni konstanta je vSak prilis velika, takze je v praxi nepouzitelny.

Vratme se nyni k diikazu lemmatu, ktery jsme na pfedminulé strance vynechali.
Dukaz Lemmatu:

(i) Nejprve nahlédneme, Ze lemma plati, je-li vstupem €isté bitonicka posloup-
nost. Dale BUNO ptedpokladejme, ze vrchol posloupnosti je v prvni poloving (kdyby
byl vrchol za polovinou, stacilo by zrcadlové obratit posloupnost i komparatory a fe-
sili bychom stejny problém). Nyni si definujme k := minj : 2; > 2;4,/2. (Pokud
by takové k neexistovalo, znamenalo by to, Ze vstupni posloupnost je monotdénni.
Separator by tedy nic nedélal a pouze zkopiroval vstup na vystup, coz jisté lemma
splituje.) Nyni si v§iméme, ze jakmile jednou za¢ne platit, ze prvek na levé strané
je mensi nez na pravé, bude nam tato relace platit az do konce. Ozna¢me vrchol
vstupni posloupnosti jako ,,. Pak k bude jisté mensi nez m a k 4+ n/2 bude vétsi
nez m. Mezi k a m je tedy vstupni posloupnost neklesajici, mezi k +n/2 an — 1
nerostouci.

Do pozice k tedy separator bude pouze kopirovat vstup na vystup, od pozice k
dal uz jen prohazuje. Pro kazdé i, (k < i < n/2— 1) se prvky ; a 2,1,/ prohodi.
Usek mezi k a n/2 — 1 tedy nahradime nerostouci posloupnosti, prvni polovina vy-
stupu tedy bude (dokonce ¢isté) bitonicka. Podobné tisek k+mn/2 az n— 1 nahradime
¢isté bitonickou posloupnosti. Obé poloviny tedy budou bitonické.

Dostaneme-li na vstupu obecnou bitonickou posloupnost, predstavime si, ze je
to &isté bitonickd posloupnost zrotovana o r prvkit (BUNO doprava). Zjistime, ze
v komparatorech se porovnavaji tytéz prvky, jako kdyby zrotovana nebyla. Vystup se
od vystupu ¢isté bitonické posloupnosti zrotovaného o r bude lisit prohozenim tseki
To aZ Tp—1 & Ty % Ty o4pr—1- Obé vystupni posloupnosti tedy budou zrotované
o r prvku, ale na jejich bitoni¢nosti se nic nezméni.

(ii) Z diikazu (i) pro ¢isté bitonickou posloupnost vime, ze yo . . .y, /2—1 je Cisté
bitonické a bude rovna xg...Zg—1,Tk4n/2---Tn—1 pro vhodné k a navic bude mit
maximum v Zx_1 nebo xp + n/2. Mezi témito body ovSem ve vstupni posloupnosti
urc¢ité nelezel zadny z; mensi nez x — 1 nebo x + n/2 (jak je vidét z obrizku) a
posloupnost Ty ... Tp_14p/2 je TOVDA Yy /2 - . . Yn—1. Pro obecné bitonické posloupnosti
ukazeme stejné jako v (i). V)
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0 k 5—1 E+ 2 n—1
posloupnost prohozend separatorem

Paralelni nasobeni

Podobné jako u séitani si vzpomeneme na skolni algoritmus — tentokrate vsak
pro nasobeni. To fungovalo tak, Ze jsme si jedno ze dvou binédrnich ¢isel na vstupu
(fikejme mu tfeba x) n-krat posouvali. Tam kde pak byly v ¢isle y jednicky, pFislusné
kopie = jsme secetli. Jinymi slovy tedy nasobeni umime prevést na néjaké posuny
(ty lze realizovat pouze ,predratovanim® — nic nds nestoji), ndsobeni jednim bitem
(coz je AND ) a nakonec potfebujeme vyslednych n éisel seéist.

X y

[01101... | & 1

[01101... | & 0

(01101... \ & 1

(01101... \ & 1
a sedist...

Skolni s¢itani.

Jak nyni secist n n-bitovych ¢isel..? Nabizi se vyuzit osvédceny ,stromecek” —
s¢itat dvojice Cisel, vysledky pak opét po dvojicich secist, az na konci vyjde jediny
vysledek.

NS
N4

Stromecek
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Toto feseni by vsak vedlo na ¢asovou slozitost @(log2 n). To je sice dle naSich
méfitek docela efektivni, ale pfekvapivé to jde jesté 1lépe — totiz na ©(logn) hladin.
Této slozitosti dosahneme malym trikem.

Vymyslime obvod konstantni hloubky, ktery na vstupu dostane t¥i ¢isla. Odpovi
pak dvéma ¢isly takovymi, Ze budou mit stejny soucet jako ptvodni tfi ¢isla. Jinymi
slovy pomoci tohoto obvodu budeme umét secteni t¥i ¢isel pfevést na secteni dvou
Cisel.

Xyz

W
!

T+y+z=p+gq

Vsimnéme si, ze kdyz s¢itdme tfi bity, mize byt pfenos do vyssiho fadu nula
¢i jednicka. Vezmeme si tedy bity z;, y;, z; a ty secteme. To ndm da& dvoubitovy
vysledek, pri¢emz nizsi bit z tohoto vysledku posleme do ¢isla p, vyssi do Cisla q.

X3 | X2 | X1 | Xo

Y3 Y21Y1Yo
z,1z,1z, 1z,

SR
Redukovéani s¢itani

Toto zredukovani séitani ndm nyni umozni opét stavit strom, byt o malicko

vvvvvv

Slozitéjsi stromecek
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Pokud jsme méli na za¢atku n éisel, po prvni redukci ndm jich zbyvé jen 2/3-n
a obecné v k-té hladiné (2/3)* - n. Znamen4 to, Ze ¢isel nAm ubyva exponencidlng,
takze pocet hladin bude logaritmicky. Redukujici obvod je pfi tom jen konstantné

stromecku pak mame umisténou jednu obycejnou séitacku, kterd zbyvajici dvé ¢isla
seCte v logaritmickém case.

Secteni v8ech n ¢isel tedy zabere ©(logn) hladin.

Kdyz se nyni vratime k nasobeni, zbyva nam vyreSit posouvani a ANDovani.
Uvédomme si, ze to je plné paraleleni a zvladneme ho za konstantné mnoho hladin.
Celé nasobeni tedy zvladneme v logaritmickém case.
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