4. Hradlové sité (zapsal: Petr Jankovsky)

Vykon pocitact nelze zvySovat donekonecna a prestoze jiz péknych par let
plati, Ze se jejich rychlost s ¢asem exponencidlné zvétsuje, jednou urcité narazime
pfinejmensim na fyzikalni limity.

KdyzZ tedy nemuzeme zvysovat rychlost jednoho procesoru, jak pocitat rychleji?
Resenim by mohlo byt pofidit si procesort vic. Uz dnes na bézném PéCécku mame
k dispozici vicejadrové procesory, diky nimz mtzeme vyuzit pararelni pocitani a
ulohu Fesit tak, Ze préci Sikovné rozdélime mezi procesory (¢i jadra) a zaméstndme
je pri vypoctu vsechny.

My se podivame na abstraktni vypocetni model, ktery je jesté paralelnéjsi.
Techniky, které si ukdzeme na tomto modelu, se vSak daji prekvapivé vyuzit i pti re-
alném paralelizovani na nékolika malo procesorech. Konec konct i proto, ze vnitini
architektura procesoru se nasemu modelu velmi podoba. Budeme se zabyvat jedno-
duchym modelem paralelniho pocitace, totiz hradlovou siti.

Hradlové sité
Definice: Hradlo je prvek, ktery umi vyhodnocovat néjakou funkci nad konec¢nou
abecedou X.

Obecné se na hradlo divame jako na funkci f : ¥% — %, ktera dostane k vstupi
a vrati jeden vystup, pficemz hodnoty, nad kterymi pracuje, budou z néjaké konecné
abecedy — tedy z néjaké kone¢né mnoziny symboli Y. Pismenku k zde fikame arita
hradla.

Priklad: Casto studujeme hradla booleovské (pracujici nad abecedou {0,1}), ktera
pocitaji logické funkce.
Z nich nejcastéji potkame:
e nulrni: to jsou konstanty (FALSE=0, TRUE=1),
e undrni: napf. negace (znacime —),
¢ binarni: logicky soucin (AND, &), soucdet (OR, V), ...

Hradla kreslime ti¥eba nasledovné:
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Binarni hradlo provadici logickou operaci AND.

Jednotliva hradla mtzeme navzajem urcéitym zptisobem propojovat a vytvaret
z nich hradlové sité. Pokud pouzivame pouze booleovska hradla, fikdame takto vytvo-
fenym sitim booleovské obvody. Pokud pracujeme s operacemi nad néjakou obecnéjsi
(ale kone¢nou) mnozinou symbolt (abecedou), nazyvaji se kombinacni obvody.

Kazd4 hradlova sit mé néjaké vstupy, néjaké vystupy a uvniti jsou propojo-
vané hradla. Kazdy vstup hradla je pfipojen budto na néktery ze vstupii sité nebo
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na vystup jiného hradla. Vystupy hradel mohou byt propojeny na vstupy dalsich
hradel (mohou se vétvit), nebo na vystupy sité. Pfitom mame zakdzdno vytvaret
cykly.

Nez si fekneme formalni definici, podivejme se na obrazek.
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Hradlova sit — t¥{vstupovéa verze funkce majorita.

Obrazek znazornuje hradlovou sit, kterd poéita, zda je alespori na dvou ze vstu-
pi jednicka. Pojdme si ale hradlovou sit definovat formalné.

Definice: Hradlovd sit je uréena:

e gbecedou ¥ (to je n&jaka koneénd mnozina symbolil, obvykle ¥ = {0,1});

® po dvou disjunktnimi koneénymi mnozinami I (vstupy), O (vygstupy)
a H (hradla);

e acyklickym orientovanym multigrafem (V, E), kde V.=TUO U H;

e zobrazenim F, které kazdému hradlu h € H pfifadi néjakou funkei F'(h) :
»eh) — 3, coz je funkce, kterou toto hradlo vykonava. Cislu a(h) Fikame
arita hradla h;

® zobrazenim z : £ — N, které kazdé hrané vedouci do néjakého hradla
prirazuje néktery ze vstupi tohoto hradla.

Pfitom jsou splnény nasledujici podminky:

e Vi € I:deg™(i) = 0 (do vstupil nic nevede);
e Yo € O :deg™(0) =1 & deg”*(0) = 0 (z vstupii nic nevede a do kazdého
vede prévé jedna hrana);
e Vh € H : deg™(v) = a(v) (do kazdého hradla vede tolik hran, kolik je
jeho arita);
e Vh e HVj:1<j<a(h) existuje pravé jedena hrana e takova, Ze e kon¢i
v h a z(e) = j, (vSechny vstupy hradel jsou zapojeny).
Pozorovani: Kdybychom pfipustili hradla s libovolné vysokym poctem vstupti, mohli
bychom libovolny problém se vstupem délky n vyresit jednim hradlem o n vstupech,

kterému bychom piifadili funkci, ktera by nasi llohu rovnou vyfesila. Tento model
vSak neni ani realisticky, ani pékny. Proto prfijméme omezeni, ze arity vSech hradel
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budou omezeny néjakou pevnou konstantou k (ukéze se, Ze ndm bude stacit dvojka
a vystacime si tedy pouze s nuldrnimi, undrnimi a bindrnimi hradly). Nésledujici
obrazky ukazuji, jak hradla o vice vstupech nahradit dvouvstupovymi:
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Jeho nahrazeni 2-vstupovymi hradly.

Nyni bychom jesté méli definovat, co takova hradlova sif vlastné pocita a jak

jeji vypocet probiha.

Definice: Vypocet sité probiha po taktech. V nultém taktu jsou definovany pouze
hodnoty na vstupech sité a na vystupech hradel arity 0. Muzeme si to piedsta-
vit tak, Ze na zac¢atku neméd zadné hradlo definovanu vystupni hodnotu (az na jiz
zminéna hradla nuldrni). V kazdém dalsim taktu pak vydaji vystup hradla, kterd
na konci minulého taktu meéla definovany vSechny hodnoty na vstupech. Jakmile
budou po néjakém koneéném poctu taktié definované i hodnoty vsech vystupt, sit

se zastavi a vyda vysledek.

Pozorovani: ProtoZe je sit acyklicka, je jasné, ze jakmile jednou néjaké hradlo vyda
vystup, tak se tento vystup béhem dalsitho vypoctu sité jiz nezméni.
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Vypocet hradlové sité.

Podle toho, jak sit poc¢itd, si ji miizeme rozdélit na vrstvy:

Definice: i-td vrstva S; obsahuje pravé takové vrcholy v, pro které nejdelsi cesta

ze vstupu sité do v ma délku rovnou 1.



Pozorovani: Viimnéme si, Ze v i-tém taktu vydaji hodnoty préavé hradla z S;.

Dava tedy smysl prohlasit za casovou sloZitost sité pocet jejich vrstev. Podobné
prostorovou sloZitost definujeme jako pocet hradel v siti.
Priklad: Sestrojme sif, kterd zjisti, zda se mezi jejimi n vstupy vyskytuje alespori
jedna jednicka.
Pruni veseni: zapojime hradla za sebe (sériové). Casové i prostorové slozitost odpo-

vidaji ©(n). Zde ovSem viibec nevyuZivame toho, Ze by mohlo poéitat vice hradel
soucasné.

Hradlova sit, kterd zjisti, zdali je na vstupu alesporii jedna jednicka.

Druhé teseni: Hradla budeme spojovat do dvojic, pak vysledky z téchto dvojic opét
do dvojic a tak dale. Diky paralelnimu zapojeni dosdéhneme ¢asové slozitosti ©(logn),
prostorova slozitost ztistane linearni.
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Chytfejsi feSeni stejného problému pro vstup velikosti 16.



