. o . . (F. Hasko, J. Menda, M. Mares,
12. Aproximacni algoritmy Michal Kozdk, Vojta Tima)

Na minulych prednaskach jsme se zabyvali riznymi tézkymi rozhodovacimi pro-
blémy. Tato se zabyva postupy, jak se v praxi vyporadat s feSenim téchto problémi.

Co délat, kdyz potkame NP-uplny problém

1. Nepanikafit.

2. Spokojit se s mélem.

3. Rozmyslet, jestli opravdu potfebujeme obecny algoritmus. Mnohdy po-
tfebujeme pouze specialnéjsi pripady, které mohou byt fesitelné v po-
lynomialnim case.

4. Spokojit se s pfibliznym FeSenim, (pouzit aproximaéni algoritmus).

5. Pouzit heuristiku — naptiklad genetické algoritmy nebo randomizované
algoritmy. Velmi pomoci muze i jen vyhodnéjsi potadi pfi prohledavani
Ci ofezavani nékterych napohled nesmyslnych vétvi vypoctu.

Prvni zpusob: Specialni pripad

Casto si vysta¢ime s vyfesenim specidlniho piipadu NP-tiplného problému, ktery lezi
v P. Napriklad pfi feSeni grafové tillohy nam muze stacit feSeni pro specidlni druh
grafii (stromy, bipartitni grafy, ...). Barveni grafu je lehké napf. pro dvé barvy ¢&i
pro intervalové grafy. 2-SAT, jako specialni pfipad SATu, se da feSit v linedrnim
Case.

UkéaZzeme si dva takové pfipady (budeme FeSeni hledat, nejen rozhodovat, zda exis-
tuje)

Problém: Maximalni nezavisld mnoZina ve stromé (ne rozhodovaci)

Vstup: Zakofenény strom 7.

Vistup: Maximalni (co do poétu vrcholit) nezavislda mnoZina vrcholt M v T'.
BUNO miizeme piedpokladat, ze v M jsou viechny listy 7. Pokud by néktery list [
v M nebyl, tak se podivime na jeho otce:

® Pokud otec neni v M, tak list [ pfiddme do M, ¢imz se nezavislost mnoziny
zachovala a velikost stoupla o 1.

® Pokud tam otec je, tak ho z M vyjmeme a na misto ného vlozime .
Nezavislost ani velikost M se nezménily.

Nyni listy spolu s jejich otci z T odebereme a postup opakujeme. T' se miize rozpad-
nout na les, ale to nevadi — tentyz postup aplikujeme na vSechny stromy v lese.

Algoritmus: MaxNz(T")

1. Polozime L:={listy stromu T'}.
2. Polozime O:={otcové vrcholi z L}.
3. Vratime LU MaxNz(T \ (O U L)).

Pozndmka: Toto dokdzeme naprogramovat v O(n) (udrzujeme si frontu listi).
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Problém: Batoh

Je danad mnozina n predmétd s hmotnostmi hq, ..., h, a cenami cy,...,c, a batoh,
ktery unese hmostnost H. Najdéte takovou podmnozinu pfedméti, jejichz celkova
hmotnost je maximalné H a celkova cena je maximalni mozna.

Tento problém je zobecnénim problému batohu z minulé prednasky dvéma smeéry:
Jednak misto rozhodovaciho problému fesime optimalizac¢ni, jednak predméty maji
ceny (pfedchozi verze odpovidala tomu, Ze ceny jsou rovny hmotnostem). Ukéze-
me si algoritmus pro feseni tohoto obecného problému, jehoz ¢asova slozitost bude
polynomialni v poétu pfedmétt n a souctu viech cen C' =3, ¢;.

Pouzijeme dynamické programovani. Pfedstavme si problém omezeny na prvnich &
predmétti. Oznacme si Ag(c) (kde 0 < ¢ < C) minimalni hmotnost podmnoziny, jejiz
cena je pravé c. Tato Ay, spo¢teme indukci podle k: Pro k = 0 je uréité Ag(0) = 0,
Ao(c) =infty pro ¢ > 0. Pokud jiz zndme Aj_1, spoitdme A; nasledovné: A (c)
odpovida néjaké podmnoziné predmétt z 1,...,k. V této podmnoziné jsme budto
k-ty pfedmét nepouzili (a pak je Ap(c) = Ar—1(c)), nebo pouzili a tehdy bude
Ag(c) = Ag—1(c—cg)+ hy (to samoziejmé jen pokud ¢ > ¢i). Z téchto dvou moZnosti
si vybereme tu, kterd dava mnozinu s mensi hmotnosti. Tedy:

Ak(c) = IIliIl(Akfl(C), Akfl(c — Ck) + hk)

Timto zptisobem v ¢ase O(C) spoéteme A (c) pro fixni k a vSechna ¢, v éase O(nC)
pak vSechny Ag(c).

Podle A,, snadno nalezneme maximélni cenu mnoziny, ktera se vejde do batohu. To
bude nejvétsi ¢*, pro néz je A, (c*) < H. Jeho nalezeni nas stoji ¢as O(C).

A jak zjistit, které predméty do nalezené mnoziny patii? Upravime algoritmus, aby
si pro kazdé Ay(c) pamatoval By(c), coz bude index posledniho pfedmétu, ktery
jsme do pfisluné mnoziny pfidali. Pro nalezené ¢* tedy bude i = B, (c*) posledni
predmét v nalezené mnozing, i’ = B;_1(c* — ¢;) ten predposledni a tak dale. Takto
v Case O(n) rekonstruujeme celou mnozinu od posledniho prvku k prvnimu.
Ukézali jsme tedy algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nC), ktery vyfesi problém bato-
hu. Jeho slozitost neni polynomem ve velikosti vstupu (C miize byt aZ exponencialné
velké vzhledem k velikosti vstupu), ale pouze ve velikosti ¢isel na vstupu. Takovym
algoritmtm se fikd pseudopolynomidlni. Ani takové algoritmy ale nejsou k dispo-
zici pro vSechny problémy (napf. u problému obchodniho cestujiciho ndm viibec
nepomtize, ze vahy hran budou mal4 ¢isla).

Verze bez cen: Na verzi s cenami rovnymi hmotnostem se da pouzit i jiny algoritmus
zalozeny na dynamickém programovani: po¢itdme mnoziny Zj obsahujici vSechny
hmotnosti mensi nez H, kterych nabyva néjaka podmnozina prvnich k prvku. Pfitom
Zoy = {0}, Z), spocteme ze Zj_1 — udrzujme si Zj_; jako setfidény spojovy seznam,
vypocet dalsiho seznamu udélame slitim dvou seznamu Z_; a Z;_1 se vSemi prvky
zvysenymi o hmotnost k zahazujice duplicitni a prili§ velké hodnoty — a ze Z,
vycteme vysledek. VSechny tyto mnoziny maji nejvyse H prvki, takze celkova ¢asova
slozitost algoritmu je O(nH).
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Druhy zpusob: Aproximace

V predchézejicich problémech jsme se zaméfili na specidlni piipady. Obcas vsak
takové Stésti nemédme a musime vyftesit cely NP-tplny problém. Mizeme si vSak
pomoct tim, Ze se ho nebudeme snazit vyfesit optimalné — namisto optimalniho
feSeni najdeme néjaké, které je nejvyse c-krat horsi pro néjakou konstantu c.

Problém: Obchodni cestujici
Vstup: Neorientovany graf G, kazda hrana je ohodnocend funkci w : E(G) — Ry .

Vystup: Hamiltonovska kruznice (obsahujici vSechny vrcholy grafu), a to ta nejkratsi
(podle ohodnoceni).

Tento problém je hned na prvni pohled naro¢ny — uz sama existence hamiltonovské
kruznice je NP-tiplna. Najdeme aproximacni algoritmus nejprve za predpokladu, ze
vrcholy spliiuji trojihelnikovou nerovnost (tj. Vo, y,z € V : w(zz) < w(xy)+w(yz)),
potom ukazeme, Ze v Gplné obecném pripadé by samotna existence aproximacniho
algoritmu implikovala P = NP.

a) trojihelnikovd nerovnost:

Existuje pékny algoritmus, ktery najde hamiltonovskou kruznici o délce <
2 - opt, kde opt je délka nejkratsi hamiltonovské kruznice. Vedle predpokladu troja-
helnikové nerovnosti budeme potiebovat, aby nas graf byl uplny. Souhrnné mizeme
predpokladat, ze ulohu feSime v néjakém metrickém protoru, ve kterém jsou obé
podminky podle definice splnény.

Najdeme nejmensi kostru grafu a obchodnimu cestujicimu poradime, at jde
po ni — kostru zakofenime a projdeme jako strom do hloubky, pficemz se zastavime
az v koreni po projiti vSech vrcholi. Problém vsak je, ze priichod po kostie obsahuje
nékteré vrcholy i hrany vicekrat, a proto musime nahradit nepovolené vraceni se.
Mame-li na néjaky vrchol vstoupit podruhé, prosté ho ignorujeme a presuneme se
rovnou na dalsi nenavstiveny — dovolit si to mizeme, graf je iplny a obsahuje hrany
mezi vSemi dvojicemi vrchola (jinak Feceno, pofadi vrcholt kruznice bude preorder
vypis pruchodem do hloubky). Pokud plati trojihelnikova nerovnost, tak si témito
zkratkami neuskodime. Necht minimdalni kostra mé védhu T. Pokud bychom progli
celou kostru, bude mit sled vdhu 27" (kazdou hranou kostry jsme $li tam a zpatky),
a preskakovani vrcholil celkovou vahu nezvétsuje (pii pfeskoku nahradime cestu zyz
jedinou hranou zz, pfi¢emz z trojihelnikové nerovnosti mdme zz < zy + xz), takze
véha nalezené hamiltonovské kruznice bude také nanejvys 27'.

Kdyz mame hamiltonovskou kruznici C' a z ni vyskrtneme hranu, dostaneme
kostru grafu G s vahou mensi nez C' — ale kazda kostra je alespon tak tézka ja-
ko minimalni kostra T'. Tedy optimalni hamiltonovské kruznice je urcité tézsi nez
miniméalni kostra T'. Kdyz tyto dvé nerovnosti slozime dohromady, algoritmus nam
vrati hamiltonovskou kruznici 77 s vdhou nanejvys dvojnasobnou vzhledem k op-
timalni hamiltonovské kruznici (7" < 2T < 2C). Takovéto algoritmy se nazyvaji
2-aprozimacni, kdyz feSeni je maximéalné dvojnasobné od optimalniho. ("

(1) Hezkym trikem se v obecnych metrickych prostorech umi 1,5-aproximace. Ve né-
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b) bez trojihelnikove nerovnosti:

Zde se budeme naopak snazit ukazat, ze zadny polynomialni aproximacni al-
goritmus neexistuje.

Véta: Pokud pro libovolné ¢ > 0 existuje polynomiélni (1+¢)-aproximacni algoritmus
pro problém obchodniho cestujiciho bez trojihelnikové nerovnosti, tak P = NP.
Diikaz: Ukézeme, ze v takovém pfipadé dokazeme v polynomidlnim case zjistit, zda
v grafu existuje hamiltonovska kruznice.

Dostali jsme graf G, ve kterém hleddme hamiltonovskou kruznici. Doplnime G
na Gplny graf G’ a vahy hran G’ nastavime takto:

e w(e) =1, kdyz e € E(G)
e w(e) =c>1, kdyz e & E(G)

Konstantu ¢ potrebujeme zvolit tak velkou, abychom jasné poznali, jestli je kazda
hrana z nalezené hamiltonovské kruznice hranou grafu G (pokud by nebyla, bude
kruznice obsahovat aspon jednu hranu s vdhou ¢, kterd vyzene soucet poznatelné
vysoko). Pokud existuje hamiltonovska kruznice v G’ slozend jen z hran, které byly
puvodné v G, pak optimalni feSeni bude mit vahu n, jinak bude ur¢ité minimalné
n — 1+ c¢. Kdyz mame aproximacni algoritmus s pomérem 1 + ¢, musi tedy byt

(I+e)n<n-1+c¢
en+1<c

Kdyby takovy algoritmus existoval, mame polynomialni algoritmus na hamiltonov-
skou kruznici. v

Poznamka: O existenci pseudopolynomialniho algoritmu plati analogické véta, a do-
kaze se analogicky — existujici hrany budou mit vahu 1, neexistujici vahu 2.

Aproximaéni schéma pro problém batohu

Jiz vime, jak optimaliza¢ni verzi problému batohu vyfesit v ¢ase O(nC'), po-
kud jsou hmotnosti i ceny na vstupu pfirozena ¢isla a C' je soucet vSech cen. Jak si
poradit, pokud je C' obrovské? Kdybychom méli $tésti a vSechny ceny byly délitelné
néjakym cislem p, mohli bychom je timto ¢islem vydélit. Tim bychom dostali zada-
ni s mensimi ¢isly, jehoz feSenim by byla stejnd mnozina predméti jako u zadani
puvodniho.

KdyZ nam stésti prat nebude, mizeme presto zkusit ceny vydélit a vysledky
né&jak zaokrouhlit. ReSeni nové tilohy pak sice nebude ptesné odpovidat optimalnimu
feSeni té pivodni, ale kdyz nastavime parametry spravné, bude alesponi jeho dobrou
aproximaci.

Zakladni myslenka:

kterych metrickych prostorech (tfeba v euklidovské roviné) se aproximaéni pomér da
dokonce srazit na libovolné blizko k 1. Zaplatime ale na ¢ase — ¢im piesnéjsi vysledek
po algoritmu chceme, tim déle to bude trvat.
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Oznacime si ¢ppq, maximum z cen c¢;. Zvolime si néjaké prirozené Cislo M <
Cmaz @ zobrazime interval cen [0, ¢may] na [0, M] (tedy kazdou cenu zndsobime
M/Cmaz). Jak jsme tim zkreslili vysledek? Vsimnéme si, Ze efekt je stejny, jako
kdybychom jednotlivé ceny zaokrouhlili na nasobky ¢&isla ¢ /M (prvky z intervalu
[i-Cmaz /M, (i+1)Cmaz/M) se zobrazi na stejny prvek). Kazdé ¢; jsme tim tedy zmé-
nili 0 nejvyse cmaz/M, celkovou cenu libovolné podmnoziny predmétt pak nejvyse
0 N Cmaz /M. Ted si jedté vSimnéme, ze pokud ze zadani odstranime pfedméty, které
se samy nevejdou do batohu, mé optimalni feSeni ptivodni tlohy cenu OPT > ¢maz,
takze chyba v souétu je nejvyse n - OPT /M. M&-1i tato chyba byt shora omezena
¢ - OPT, musime zvolit M > n/e.<2>
Algoritmus:

1. Odstranime ze vstupu vsechny pfedméty tézsi nez H.

2. Spo¢itdme ¢4, = max; ¢; a zvolime M = [n/e].

3. Kvantujeme ceny: Vi : & < |¢; - M/Cmaz -

4. Vyfesime dynamickym programovanim problém batohu pro upravené

ceny ¢1,...,¢, a puvodni hmotnosti i kapacitu batohu.
5. Vybereme stejné predmeéty, jaké pouzilo optiméalni feseni kvantovaného
zadani.

Kroky 1-3 a 5 jisté zvladneme v ¢ase O(n). Krok 4 fesi problém batohu se sou¢tem
cen C' < nM = O(n?/e), coz stihne v case O(nC) = O(n?/e). Zbyvé dokézat, 7e
vysledek naseho algoritmu ma opravdu relativni chybu nejvyse €.

Nejprve si rozmyslime, jakou cenu budou mit predméty které daly optiméalni
feSeni v plivodnim zadani (tedy maji v ptivodnim zadini dohromady cenu OPT),
kdyz jejich ceny nakvantujeme (mnozinu indexti téchto pfedmétii si oznac¢ime Y):

=3 0=% o 2| 25 (o 1) 2

C C
ey p max Z max
M
><E ci - —n=0PT- —n.
3 Cmax Cmax

Nyni spocitejme, jak dopadne optimalni FeSeni () nakvantovaného problému pfi pie-
poctu na ptivodni ceny (to je vysledek naseho algoritmu):

A= Tz Yo = () e 27 OPT O

i€Q i i

" . . O TRV . ;
Nerovnost >* plati proto, ze ZieQ ¢; je optimalni feSeni kvantované tlohy, zatimco
> icy Ci je né&jaké dalsi feSeni téze tlohy, které nemuze byt lepsi. Ted uz staci slozit

(2) Pripoméiime, Ze toto je§té neni ditkaz, nebot velkoryse piehlizime chyby dané
zaokrouhlovanim. Dikaz provedeme nize.
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obé& nerovnosti a dosadit za M:

> OoPT — 2Smet S OpT — e, >

ALG > (LDT M n> , Gmaz
nje

Cmax

> OPT —cOPT =(1—¢)-OPT.

Algoritmus tedy vzdy vyda feSeni, které je nejvyse (1 — e)-krat horsi nez optimum,
a dokaze to pro libovolné € v ¢ase polynomialnim v n. Takovému algoritmu fikame
polynomidlni aproximadcni schéma (jinak téz PTAS<3>). V nasem pripadé je dokonce
sloZitost polynomidlni i v zévislosti na 1 /e, takZe schéma je piné polynomidini (fecené
téz FPTAS<4>). U nékterych problému se stava, ze aproximacéni schéma zavisi na 1/e
exponencialné, coz tak pfijemné neni. Shriime, co jsme zjistili, do nasledujici véty:
Véta: Existuje algoritmus, ktery pro kazdé e > 0 nalezne (1—¢)-aprozimaci problému
batohu s n predméty v ¢ase O(n?/e).

(3) Polynomial-Time Approximation Scheme
(4} Fully Polynomial-Time Approximation Scheme
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