1. TOky v sitich (zapsala Markéta Popelovd)

Prvni motivaéni tloha: Rozvod ¢ajovodu do vSech uéeben.

Predstavme si, ze by v budové fakulty na Malé Strané existoval ¢ajovod, ktery
by rozvadél ¢aj do kazdé ucebny. Znazornéme si to orientovanym grafem, kde by
jeden vyznamny vrchol predstavoval ¢ajovar a druhy ucebnu, ve které sedime. Hrany
mezi vrcholy by predstavovaly vétvici se trubky, které maji ¢aj rozvadét. Jak rozvést
co nejefektivnéji dostatek ¢aje do dané ucebny?

O\ 2
/

Cajovod

Druha motivaéni tloha: Pfenos dat.

Jinym piikladem muze byt pocitacova sif na prenos dat, které se sestavé z pre-
nosovych linek spojenych pomoci routerti. Data se sice obvykle pfenaseji po pake-
tech, ale to mtzeme pii dnesnich rychlostech prenosu zanedbat a povazovat data za
spojita. Jak prenaset data mezi dvéma pocitaci v siti co nejrychleji?

Definice: Sit je uspotradand pétice (V, E, z, s, ¢), kde plati:

e (V, E) je orientovany graf.

e c:.F— [R(J,r je kapacita hran.

® 2,5 € V jsou dva vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok (spotiebic).

e Graf je symetricky, tedy Vu,v € V : wv € E < vu € E (tuto podminku
si mtizeme zvolit bez jmy na obecnosti, nebot vzdy miiZzeme do grafu
pridat hranu, kterd v ném jesté nebyla, a dat ji nulovou kapacitu).

Piiklad sité. Cisla predstavuji kapacity jednotlivych hran.
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Definice: Tok je funkce f : E — R{ takovd, Ze plati:

1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < c(e).
2. Kirchhoffuv zakon:

Yo e V\{z,s}: Z fluv) = Z f(vu).

wuveEE uvueE

Neboli pro kazdy vrchol kromé zdroje a stoku plati, Ze to, co do néj pritéka,
je stejné velké jako to, co z né&j odtéka.

Poznamka: Pro zjednoduseni zavedme specidlni znaceni:

o f+( ) = > wuver J () (to, co do vrcholu pfitéka)
[ (v) = Zu wuep J(vu) (to, co z vrcholu odtéka)
o fA( )= ft(v) — f~(v) (rozdil t&chto hodnot)

Pak muzeme Krichhofftiv zakon zapsat jednoduse jako:
Yo e V\ {z,s}: f2(v) =0.

Poznamka: V angli¢tiné se obvykle zdroj znadi s a stok ¢ jako source a target.

Priklad toku. Cisla piedstavuji toky po hranach, v zavorkach jsou kapacity.

Pozorovani: Néjaky tok vzdy existuje. V libovolné siti mizeme vzdy zvolit funkci
nulovou (po Z4dné hrané nic nepotece). Tato funkce spliiuje podminky toku, a tedy

takovyto nulovy tok je zcela korektni.

Definice: Velikost toku f je rozdil souctu velikosti toku na hranich vedoucich do s
a souctu velikosti toku na hranach vedoucich z s. Neboli od toho, co do stoku pritéka

odecCteme to, co ze stoku odtéka.
|f1 = £2(s).

Cil: Budeme chtit najit v zadané siti tok, jehoz velikost je maximé&lni.
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Otazka: M4 viibec smysl mluvit o maximalnim toku? Bude vzdy existovat? Nevybi-
rame zde totiz z kone¢né mnoha pripadt a na prvni pohled neni jasné, ze supremum
mnoziny vSech tokt bude zaroven i maximum této mnoziny.

Odpovéd: Ano, pro kazdou sit existuje maximalni tok. Toto pomérné piekvapivé
tvrzeni muzeme nahlédnout za pomoci matematické analyzy. Nastin dikazu je ta-
kovy, Ze mnozina tokl je kompaktni a velikost toku je spojitd (dokonce linedrni)
funkce z mnoziny toki do R. Proto nabyva velikost toku na mnoziné vsech toku
svého maxima.

Poznamka: Pro nage ptipady pfedpokladejme, ze kapacity jsou racionédlni. Pomérné
nadm to zjednodusi préci a pfilis ndm to neublizi, nebot prace s realnymi &isly je
stejné pro informatika pomérné zapeklita.

Prvni FeSeni: Hledejme cestu P ze z do s takovou, ze Ve € P : f(e) < c(e) (po vSech
jejich hranach tece ostfe méné, nez jim dovoluji jejich kapacity). Pak zjevné mizeme
tok upravit tak, aby se jeho velikost zvétsila. Zvolme

e :=min(c(e) — f(e)).

ecP

Novy tok f’ pak definujme jako f/(e) := f(e) + e. Kapacity neprekroéime (e je
nejvétsi moznd hodnota, abychom tok zvétsili, ale neprekrocili kapacitu ani jedné
z hran cesty P) a Kirchhoffovy zdkony zlstanou neporuseny, nebot zdroj a stok
nezahrnuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se ptitok f1(v) i odtok f~(v)
zvétsi presné o e.

Otazka: Najdeme takto ovSem opravdu maximélni tok?

Odpovéd: Nemusime. Napf. na obrazku je vidét, Ze kdyZ najdeme nejdiive cestu pies
hranu s kapacitou 1 (na obrazku tuéné) a uz hodnotu toku na této hrané nesnizime,
tak dosdhneme velikost toku nejvyse 19. Ale maximélni tok této sité ma velikost 20.

10 10

10 10
Cisla piedstavuji kapacity jednotlivych hran.

Zde by ovSem situaci zachranilo, kdybychom poslali tok velikosti 1 proti sméru
prostfedni hrany — to muzZeme udélat tFfeba odectenim jednicky od toku po sméru
hrany.

Nékdy je tedy potieba poslat néco i v protisméru. Definujme si rezervu hrany.
Ta nam 1ikd, kolik miZzeme danym smdérem jesté poslat. VyuZijeme zde, Ze sit je
symetricka.

Definice: Rezerva hrany uv je m(uv) := c(uv) — f(uv) + f(vu).
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Ukazme si nyni algoritmus, ktery rezervy vyuziva, a dokazme, Ze je konecny
a Ze najde maximalni tok kazdé raciondlni sité.
Algoritmus (Forduv-Fulkersonuv)
1. f « libovolny tok, napf. v§ude nulovy (Ve € E : f(e) < 0).
2. Dokud 3P cesta ze z do s takova, ze Ve € P : r(e) > 0, opakujeme:
¢ «— min{r(e) | e € P}.
Pro vSechny hrany uv € P:
§ — min{f(vu),e}
flou) — flou) =6
fluv) = f(uw) +e—-0

8. Prohlasime f za maximalni tok.

NS ok w

Problém: Zastavi se Forduv-Fulkersontiv algoritmus?

® Pro celociselné kapacity se v kazdém kroku zvétsi velikost toku alespon
o 1. Algoritmus se tedy zastavi po nejvice tolika krocich, jako je né&jaka
horni zavora pro velikost maximéalniho toku — nap¥. soucet kapacit vsech
hran vedoucich do stoku
Z c(us).

uusel

® Pro raciondlni kapacity vyuzijeme jednoduchy trik — kapacity vynasobime
spole¢nym jmenovatelem a pfevedeme na ptvodni pfipad. Uvédomme si,
ze algoritmus nikde kapacity hran ale ani toky na hranach nedéli, takze
uz ziustanou celodiselné. A tak jsme prevedli raciondlni kapacity na celo-
¢iselné, pro které uz vime, ze se algoritmus zastavi.

® Na siti s iracionalnimi kapacitami se algoritmus chovd mnohdy divoce,
nemusi se zastavit ale dokonce ani konvergovat ke spravnému vysledku.
K zamysleni: Zkuste vymyslet piiklad takové sité.

Otazka: Vyda algoritmus maximalni tok?

Odpovéd: Vyda. Abychom si to dokézali, zavedme si fezy a pouzijme je jako certifikat
maximality nalezeného toku.

Definice: Rez je usporadana dvojice mnoZin vrcholt (4, B) takova, ze A a B jsou

disjunktni, pokryvaji vSechny vrcholy, A obsahuje zdroj a B obsahuje stok. Neboli
ANB=0,AUB=V,z€ A, s€ B.

Definice: Hrany 7ezu E(A,B) := ENA x B.

Poznamka: Rezy se daji definovat vice zptisoby, jedna z definic je, Ze fez je mnoZina

hran grafu takovych, Ze po jejich odebrani se graf rozpadne na vice komponent. Tuto
definici spliiuje i ta nase, ale ne naopak.

Definice: Kapacita Tezu je
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Definice: Tok pres tez je

fFAB) = > fle— > [l

e€E(A,B) e€E(B,A)

Pozorovani: Pro kazdy tok f a kazdy fez (A, B) plati, ze f(A, B) < c¢(A, B).
Dikaz:

FAB) = > floo= Y. fleos Y. fleos D cle)=c(AB).

ec(A,B) e€E(B,A) e€E(A,B) e€E(A,B)

Q@
Lemmatko: Pro kazdy tok f a pro kazdy fez (A, B) plati f(A, B) = |f|.
Diikaz: Indukci a obrazkem.

Zalneme s fezem (V' \ {s}, {s}). Pro tento fez lemma plati z definice velikosti
toku. Dale budu postupné pfesouvat vrcholy z mnoziny B do mnoziny A. Libovolny
fez muze byt takto vytvoren z toho trivialniho.

Piedstavme si, Ze méme jiz libovolny ez (A, B) a pfesouvame vrchol v z A
do B. Tedy A’ = A\ {v} a B’ = BU {v}.

Uvédomme si, Ze vSechny hrany jednoho typu (napf. vedouci z A do v) se cho-

vaji stejné, takZe stac¢i uvazovat hrany pouze 4 typt (+ ostatni hrany (ty, které
pfesun neovlivni) oznadime ¢):

® o — hrany vedouci z A do v
® 3 — hrany vedouci z v do B
® v — hrany vedouci z v do A
® § — hrany vedouci z B do v

Piesun vrcholu v z A do B.

Pied pfesunem (v € A) se f(A, B) skladd z € + 8 — ¢. Po pfesunu (v € B)
se f(A’, B’) sklada z € + o — . Rozdil téchto hodnot je a +§ — 3 — 7.

Nicméné z Kirchhoffova zadkonu o vrcholu v (coz neni ani zdroj ani stok) vime,
e a+8—0B—v=f2@¢) =0, nebot o + & je to, co do v pfitékd, a B + v je to,
co z v vytékad. Tedy tok pres fez pred presunem je stejné velky jako tok pres fez
po presunu. Pokud lemma platilo pfed pfesunem, musi platit i po pfesunu. Q
Dusledek: Pro kazdy tok f a fez (A, B) plati, ze |f| = f(4, B) < ¢(A, B).
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Pozorovani: Pokud najdeme dvojici tok f afez (A, B) takovou, Ze plati | f| = ¢(4, B),
pak tok f je maximélni a Fez (A, B) minimalni.

Véta: Pokud se Forduv-Fulkersontv algoritmus zastavi, tak vyd4a maximalni tok.
Dikaz:

Necht se Fordtuv-Fulkersontiv algoritmus zastavi. Definujme A = {v € V; 3 ces-
ta ze z do v jdouci po hrandch s r >0} a B=V\ A.

Uvédomme si, ze (A, B) je fez, nebot z € A (ze z do z existuje cesta délky 0)
a s € B (kdyby s ¢ B, tak by musela existovat cesta ze z do s s kladnou rezervou,
tudiz by algoritmus neskonéil, njybrz tuto cestu vzal a stavajici tok vylepsil).

Déle vime, Ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu, neboli Vuv € E(A, B) :
r(uv) = 0 (kdyby méla hrana uv rezervu nenulovou, tedy kladnou, tak by vrchol v
patfil do A). Proto po v8ech hranach fezu vedoucich z A do B tece tolik, kolik jsou
kapacity téchto hran, a po hranéch vedoucich z B do A netece nic, tedy f(uv) = c(uv)
a f(vu) = 0. Mame Fez (A, B) takovy, ze f(A, B) = c¢(A, B). To znamend, Ze jsme
nasli maximalni tok a miniméalni fez. Q

Zformulujme si, co jsme zjistili a dokazali o algoritmu pant Forda a Fulkersona.

Véta: Pro sif s raciondlnimi kapacitami se Fordav-Fulkersontiv algoritmus zastavi
a vyda maximalni tok a miniméalni rez.

Véta: (Fordova-Fulkersonova)

i c(A,B) =
(Bin (4, B) = max|f].

Diikaz:

Jiz vime, Ze min4 gy c(A, B) > maxy |f|. Staci tedy dokazat, ze vzdy existuji
tok f a Fez (A B) takové, ze c¢(A, B) = |f|. Pro racionélni kapamty ndm Fordiv-
Fulkersontv algoritmus takovy tok (maximéln{) a fez (minimalni) vyda. Jak je to ale
s redlnymi kapacitami? Vyuzijeme tvrzeni, Ze maximalni tok existuje vzdy. Pak mu-
Zeme spustit Fordav-Fulkersontv algoritmus rovnou na tento maximalni tok (misto
nulového). Algoritmus se nutné ihned zastavi, nebot neexistuje cesta, kterd by méla
alesporti jednu hranu s kladnou rezervou. A my vime, Ze pokud se algoritmus zasta-
vi, tak vyd4d minimélni fez. Proto i pro sif s redlnymi kapacitami plati, Ze existuje
maximalni tok f a minimdlni fez (A, B) a ¢(A, B) = |f|. Q@
Véta: Sit s celociselnymi kapacitami mé aspoii jeden z maximélnich toki celo¢iselny
a Forduv-Fulkersontuv algoritmus takovy tok najde.

Driikaz: Kdyz dostane Fordav-Fulkersontv algoritmus celoéiselnou sitf, tak najde ma-
ximélni tok a ten bude zase celo¢iselny (algoritmus nikde nedéli). Q©

To, Ze umime najit celo¢iselné FeSeni neni tplné samoziejmé. (U jinych pro-
blémi takové $tésti mit nebudeme.) Ukazme si rovnou jednu aplikaci, kterd pravé
celociselny tok vyuzije.

Aplikace: Hledani maximéalniho parovani v bipartitnich grafech.
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Definice: Mnozina hran F' C FE se nazyva pdrovdni, jestlize zadné dvé hrany této
mnoZiny nemaji spoleény ani jeden vrchol. Neboli Ve, f € F:en f = (.

Definice: Parovani je maximalni, pokud obsahuje nejvétsi mozny pocet hran.

Méjme bipartitni graf G = (V| E). V ném hleddme maximdlni parovani. Sestro-
jme si sit takovou, ze vezmeme vrcholy V' grafu G a pfidame k nim dva specidlni
vrcholy z (zdroj) a s (stok) a ze zdroje pfiddme hrany do vSech vrchold levé partity
a ze vsech vrcholu pravé partity povedeme hrany do stoku. VSechny kapacity nastav-
me na 1. Hrany bipartitniho grafu zorientujme z levé partity do pravé. Nyni staci jen
na tuto sit spustit Forduv-Fulkersontiv algoritmus (nebo libovolny jiny algoritmus,
ktery najde maximalni celoéiselny tok) a az dobéhne, tak prohlasit hrany s tokem 1

za maximalni parovani.
Z \ 7 S

Hledani maximalniho parovani v bipartitnim grafu.

Existuje totiz bijekce mezi parovanim a celo¢iselnymi toky pii zachovani veli-
kosti. Z kazdého toku na vySe zminéném grafu (viz obréazek) lze sestrojit parovani
o stejné velikosti (velikost toku zde odpovida poétu hran bipartitniho grafu, po kte-
rych potede 1) a naopak. Dulezité je si uvédomit, ze definice toku (omezeni toku
kapacitou a Kirchhoffovy zdkony) ndm zarucuji, ze hrany s nenulovym tokem (tedy
jedni¢kovym) budou tvofit padrovani (nestane se, Ze by dvé hrany za¢inaly nebo kon-
éily ve stejném vrcholu, nebof by se nutné porusila jedna ze dvou podminek definice
toku). Potom i maximaélni tok bude odpovidat maximélnimu parovani a naopak.

V bipartitnim grafu najdeme maximdlni parovani v ¢ase O(n-(m-+n)). Fordav-
Fulkersonuv algoritmus stravi jednou iteraci ¢as O(m + n) (za prohledéni do §ifky)
a pri jednotkovych kapacitach bude iteraci nejvyse n, protoze kazdou se tok zvétsi
alesporl o 1 a vSechny toky jsou omezené fezem kolem zdroje, ktery ma kapacitu
nejvyse n. Vyslednd ¢asova sloztost hleddni maximalniho parovani bude tedy O(n -
(m +n)).
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