8. Rozdél a panuj

Znama strategie Divide et Impera (nékdy piekladéno spiSe jako ,,Rozestvi a pa-
nuj*) pochazi z dob antického Rima(?, kdy panovnik zasel nesvar mezi mistni kme-
ny (¢imz je rozdélil a rozestval) a nasledné p¥iSel, urovnal napéti, aby je mohl opét
ovladnout a panovat a aby byli v§ichni spokojeni.

Tato strategie ovSem pretvrava (ac¢ tfeba V jingych oblastech) a pomaha Fesit
ty problémy, které se daji rozdélit na mensi jednodussi podproblémky.

Jak tedy algoritmus typu rozdél a panuj pracuje? Méjme problém, ktery ma tu
vlastnost, ze kdyz jej rozdélime na vhodné podproblémy, které maji stejny charakter,
a ty vyreSime, sloZzenim jejich FeSeni muZzeme ziskat feSeni ptivodniho problému.
Algoritmus tedy bude rekurzivné volat sam sebe, nez se dostane k podproblému
néjaké konstantni velikosti, ktery uz umi vyftesit triviadlné, a pak se zacne z rekurze
vracet a skladat jednotliva dil¢i feseni.

Priklad 1 — MergeSort:

Tento tfidici algoritmus pracuje na principu, ze vstup rozdélime na dvé (sko-
ro) stejné velké ¢ésti, které rekurzivnim voldnim setiidime, a nakonec vysledné dvé
posloupnosti slijeme do jedné.

Algoritmus:
1. Vstup: posloupnost x1,...,2y.
2. Pokud n <1 = vratime vstup.
3. Y1, Y|ny2) — MergeSort (x1,...,22))-
4. 21, .., 2[ny 2] < MergeSort (x|, 2)41,- -, Tn).
5. Vratime Merge(y1, ..., Y|n/2); 215+ - > Z[n/2])-
Na sliti dvou setfidénych posloupnosti do jedné pouzivame funkci Merge:
Merge(y1, .-, Yaj 21, -5 2b):
l.i—1,7«— 1k« 1.
2. Dokud k < a + b:

3. Je-li (5 > b) nebo (i < a)&(y; < zj) =z — yi, k+ +,1+ +.
4. Jinak = x — 2,k + 4,7+ +.
5. Vratime z1,...,x,.

Pozorovani: Merge trva ©(n), nebof kazdou ze slévanych posloupnosti projdeme
pravé jednou.

Casova slozitost MergeSortu:

Rozdélovani a slévani nam trva linedrné dlouho, takze pro ¢asovou slozitost
MergeSortu plati tato rekurentni rovnice:

Tn)=2-T(n/2)+c-n.

(1) A¢ se touto strategii ¥imsti panovnici ¥dili, neni nalezen zadny anticky zdroj
vyroku; ten je pripisovan az renesan¢nimu N. Machiavellimu.
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Pfitom T'(n) zde znadi ¢as straveny na vstupu délky n a c¢ je néjakd vhodna kon-
stanta. Pro jednoduchost BUNO pfedpoklidejme, Ze n je mocnina dvojky. Zaroveti
si jednotky zvolme tak, ze bude platit T(1) = 1. Mtzeme si tedy rekurentni vztah
rozepsat nasledovné:

Tn)=2-2T(n/4)+c-n/2)+c-n=4T(n/4) + 2cn =
=4(2T(n/8) + c¢(n/4)) + 2cn = 8T (n/8) + 3cn = ...
= 2T (n/2%) + ken.

Pokud zvolime k£ = log, n, ziskame:

T(n) = 282" . T(n/2°82") L logy,n-c-n=n-T(1)+c-n-log,n = O(nlogn).

Ke stejnému vysledku mtzeme ale dojit také uplné jinou cestou. Piedstavme
si strom rekurzivnich voldni. Kazdy vrchol ma dva syny (délime vstup na dvé ¢as-
ti), v nichz jsou vstupy polovi¢ni velikosti. V kazdém vrcholu travime ¢as linedrni
s velikosti jeho vstupu, soucet velikosti vstupt pfes kazdou hladinu je n a hloubka
stromu musi byt ©(logn). Vyjde ndm tedy, ze T'(n) = ©(nlogn).(?

Pamétova sloZitost MergeSortu:

Mmn)=d-n+Mmn/2)=d-n+d-n/2+d-n/4+...<2dn=0(n).

Tento vztah plati pro néjakou vhodnou konstantu d. Mtzeme ho opét nahléd-
nout napriklad ze stromu rekurzivnich volani. Podivejme se na libovolnou cestu
od kofene do listu. V jednotlivych vrcholech potiebujeme paméti presné d - n/2F,
kde k je ¢islo hladiny. Kdyz tyto hodnoty secteme pfes vSechny vrcholy na této cesté,
vysledek bude konvergovat k 2dn, coz dava pamétovou slozitost O(n).

Zavér: Mergesort bézi V ¢ase ©(nlogn) a paméti ©(n). Lineadrni pamétova slozi-
tost neni vyhodn4, ale na druhou stranu se tento algoritmus velmi hodi naptiklad
na tifidéni linearnich spojovych seznami.

Priklad 2 — Nasobeni ¢isel:

Pokud nésobime dvé ¢isla X a Y (obé délky n; pokud bylo jedno krat$i, tak ho
doplnime nulami zleva tak, aby byla obé ¢isla stejné dlouhd) zpisobem, ktery nas
uéili na zakladni gkole, vysledny algoritmus méa ¢asovou sloZitost ©(n?). Protoze se
jedna o dost Castou operaci, zamysleme se, zda by nesla zrychlit. Nasmérujme nase
Uvahy na postup rozdél a panuj. Rozdélime kazdého Cinitele na dvé stejné dlouhé
¢asti. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze toto rozstépeni ¢initele probéhne vzdy
bez zbytku:

X=A-10"*+B, Y=C-10"?+D.

Zde A, B,C, D jsou uz jen (n/2)-ciferna ¢isla. Ptivodni souéin ziskdme jako:

XY = (A-10"? + B)(C - 10"/? + D) = AC - 10" + (AD + BC) - 10"/? + BD.

2) Po pozornéjsim zamysleni si ¢tenaf muze uvédomit, Ze se jednéa vlastné pouze
b
o jiny pohled na stejny dikaz jako rozepisovani rekurentniho vzorce.
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Nyni, jak vidime, stac¢i spocitat soudin ¢ty (n/2)-cifernych éisel a pak vysledky spolu
secist. Uvazme, jakou bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost:

T(n) =4T(n/2) + cn.

Toto plati pro néjakou vhodnou konstantu ¢ (vyraz cn je rezie na s¢itani). Jednotky
si zvolme tak, aby platilo:

T(1) =1.

Jak takovou rekurenci vyresime? Mame opét dvé mozZnosti:

1. zpiisob: Reseni rozepsanim rekurentniho vztahu:

T(n)=4T(n/2) + cn =
=4-(4T(n/4) + cn/2) + cn = 42T (n/4) + 2cn + cn = 4*°T(n/4) + 3cn =
=47 . (2T (n/8) + cn/4) + 3cn = 43T (n/8) + 4cn + 3en = 43T(n/8) + Ten =

Odtud snadno vypozorujeme, Ze jednotlivé vztahy se vyvijeji podle vzorce T'(n) =
4*T(n/2%) + (2% — 1)en. Pro k = [logy n] je oviem 2% < 1, takze T(n/2%) = ©(1)
a dostaneme (horni celou ¢ast zanedbame, ta ovlivni jen konstanty):

T(n) = 4°82"Q(1) + (282" — 1)cen = n?0O(1) + (n — 1)en = O(n?).

2. zptisob: Uvaha o stromu: Nakreslime si strom rekurzivnich volani naseho algorit-
mu:

Na i-té hladiné stromu lez{ 4° vrcholfi, v nich jsou vstupy velikosti n/2%, takze
na celé hlading travime cas celkem ©(4% - n/2%) = ©(2'n). Velikosti vstupti klesaji
exponencialné, takze cely strom je hluboky k£ = log, 1 (opét si dovolime zapomenout
na horni celou &st). Celkem tedy spotfebujeme ¢as 31 ©(2n) = O (n- Y25 2¢) =
O(n?).

Oba zplsoby analyzy se tedy shoduji na tom, ze nas algoritmus ma kvadratic-
kou ¢asovou slozitost a Ze jsme si oproti klasickému algoritmu nikterak nepomohli.

3



Podivejme se jesté jednou na to, jak se nas algoritmus vétvi:

hloubka pocet tloh  velikost podalohy

0 40 n/2°
1 4! n/2'
2 42 n/22
3 43 n/23
k 4k n/2k

Naskyta se otazka, jestli bychom nemohli ¢asovou slozitost zlepsit. Toho bychom
mohli dosdhnout naptiklad zlepsenim ¢lenu cn v nasi rekurenci, ¢ili zefektivnénim
spojovani podiloh. To ovSem neni pfili§ nad&jné (pokud Gtenaf nevéii, mize si to
dokézat), takze misto toho vyuzijeme druhou Sanci a to omezeni vétveni ze ¢tyf vétvi
na tfi. Pfipomenme si, zZe potfebujeme spocitat:

XY = AC - 10" + (AD + BC) - 10"? + BD.

Pritom ale nepotfebujeme znat souciny AD ani BC' samostatné, nam staci zjistit
hodnotu celého vyrazu AD + BC. Kdyz budeme znat hodnotu vyrazi: AC, BD
a (A+ B)(C + D) (k tomu ndm sta¢i 3 ndsoben{ a 2 séitdni), tak mizeme vyraz
AD + BC ziskat nasledovné:

(A+ B)(C + D) — AC — BD = AC + AD + BC + BD — AC — BD = AD + BC

Nyni nam jiz staci jen tfi nasobeni, ale potiebujeme dvé sc¢itani a jedno od¢ita-
ni navic. Nicméné tato komplikace je zanedbatelnd oproti praci uSetifené mensim
vétvenim. (Nova dvé s¢itani a jedno odéitani se V ¢asové slozitosti schova do cn.)
Podivejme se opét na tabulku:

hloubka pocet tloh  velikost podalohy

0 30 n/20
1 3! n/2!
2 32 n/2?
3 33 n/23
k 3F n/2k

Na&s rekurentni vztah po zbaveni se jednoho nésobeni vypada nasledovné:
T(n) =3T(n/2)+ cn.

4

(L a P), takZe uz spolu porovnany nikdy ani nebudou. Plravdépodobnost7 Ze y; nebo
y; se staly pivotem pro posloupnost y;, ..., y; je rovna (nebot pivota vybirdme

Jj— H—l
rovnomeérné ndhodné). Proto mtizeme konecné vyjadrit:

n—1ln—d n—1

"1
flel= 2 j- 7zzd+1— d+1 ZE: (n - logn).
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Algoritmus: QS(x = x1,...,2,):

1. Pokud n < 1 = vratime z.

2. Vybereme pivota.

3. Rozdélime posloupnost na podposloupnosti L, .S, P.

4. L — QS(L), P — QS(P)

5. Vratime L 4+ S 4 P.
Pozorovani:

Kdyz bude pivot vidy median: T'(n) = ©(n) + 27 (n/2) = T(n) = O(n - logn)
Kdy7 bude pivot vzdy minimum: T'(n) = O(n) + T'(n — 1) = T'(n) = O(n?)

Poznamka: Hleddni medianu linedrné je sice hezké a asymptoticky linearni, ale ma
tak osklivé multiplikativni konstanty, Zze se V praxi nepouzivi. Dokazme si tedy,
Ze Quicksort s ndhodnou volbou pivota ma priimérnou ¢asovou slozitost také ©(n -
logn).
Véta: Quicksort s ndhodnou volbou pivota provede ve stiedni hodnoté ©(n - logn)
porovnani.
Dusledek: Quicksort ma prameérnou ¢asovou slozitost O(n - logn).
Diukaz: Necht C znadi poet porovnani, y1, . ..,y je vstup V setfidéném poradi a C;;
znaci pocet porovnani prvkl y; s y; pro 1 <14 < j < n. Uvédomme si, Ze dva prvky
porovnavéa algoritmus nejvyse jednou, a to pouze tehdy, kdyz je jeden z nich pivot.
Proto C;; nabyva hodnot 0 nebo 1. Cj; je tedy indikator jevu, ze byly prvky v; a y;
porovnany.

Pocet vsech porovnani je pak soucet jednotlivych Cj;, ¢ili
C=> Cy.
i
Proto plati:
E[C]=E | Cj
2%
Diky linearité stfedni hodnoty mtzeme tvrdit, ze:

E[C] = Z[E[Cij]-

Stfedni hodnota indikdtoru jevu, ze prvky y; a y; byly porovnany, je rovna pravdé-
podobnosti, ze C;; je 1.
E[Cij] = P[Ci; = 1.

Aby Cj; se rovnalo 1 pro prvky y; a y;, tak se musel pro podposloupnost y;, ..., y;
stat pivotem jako prvni jeden z y; nebo y;. Kdyby se tak nestalo, tak spolu pfi tomto
rozdélovani prvky y; a y; nebudou porovnany a dostanou se kazdy do jiné skupiny
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Opét uvazme, kolik prace spot¥ebujeme v souc¢tu pies vSechny hladiny (hloubka
stromu k je opét [log, n] a horni celou ¢ast zanedbame):

k k 4 k i 3\ k+1
Zz‘ n Z 3 2: 3 (3) -1
)35 = (E) e (5) :”'ﬁ:
i=0 =0 =0 2

)

log, n log, n
=0 (n Z’lom> -0 (n . 3 ) e (3log2 77,) -0 ((2log23)10g2 n) _

n

-0 (2(1og2 n)-log, 3) -0 ((2log2 n)log2 3) -0 (nlog2 3) -0 (n1.585) )

Upraveny algoritmus mé uz tedy lepsi ¢asovou slozitost, konkrétné ©(n'>%5). V praxi

bychom samoziejmé ¢initele nestépili az na jednociferna ¢isla, ale zastavili se u néjaké
dostate¢né malé délky (feknéme 50 cifer) a tam pfepnuli na kvadraticky algoritmus,
ktery ma mensi rezii.

(Mimochodem, asymptoticky tato slozitost neni nejleps$i zndma, pro nasobeni
Cisel existuji efektivngjsi algoritmy, které dosahuji ¢asové slozitosti O(nlogn), ale
jednak maji vysoké multiplikativni konstanty a druhak jsou v nich uz potfeba trochu
pokrocilejsi techniky, jako je diskrétni Fourierova transformace, takze si je nechame
na pristi semestr.)

Kuchatkova véta (Master Theorem)

Metody feSeni rekurentnich rovnic z pfedchozich dvou prikladt by jisté fungo-
valy i na jiné algoritmy, ale pro¢ pokazdé zbytecéné upravovat tolik vyraza? Radéji
si dokézeme obecnou vétu, ktera ptijde pouzit na vétsinu takovychto rekurenci. Rika
se ji Master Theorem nebo také (vzhledem k tomu, jak se pouzivd) Kuchaikovd véta.

Véta: (Master Theorem)

Predpokladejme, ze T(1) = ©(1) aT'(n) = a-T([%])+©O(n?), kdea > 1,b > 1,
d>0aa,beN. Potom T'(n) je:

0(n?) kdyz a < b4,

O(n? - logn) kdyz a = b,

O(n'°e: %) kdyz a > b
Diikaz: Piedpoklddejme, ze n = b¥, k € N, aby platilo [#] = %. Pouzijeme opét
»,dukaz stromem®“. Strom rekurzivnich volani se vzdy vétvi na stejny pocet vétvi,
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konkrétné a, a velikosti vstupti klesaji b-krat. Podivejme se na tabulku:

pocet vrcholt na hladiné  velikost vstupu c¢as ve vrcholu  ¢as na hladiné

1 n O(n?) O(n?)

a n/b! O((n/b))?)  ©(al - (n/b})%)
a2 n/b? O((n/0)")  O(a® - (n/b?)")
@ n/b? O((n/b))  O(a® - (n/b*)?)
o n /'bk @((n/bk)d) O(a - ('n/b’“)d)

Celkovy Cas potfebny na vyfeseni vsech dil¢ich podiloh je néasledovny:

ro =y e (v (1)) - Z@ (n()) =e ( 3 (;dy) |

i=0 =0

Vsimnéme si sumy E?:o (l%)i. Jedné se vlastné o geometrickou fadu s kvocientem
q = 3a- Rozlisme nésledujici piipady:

1. g < 1: Préce na jednotlivych hladinich exponenciélné ubyva a soucet fady (i kdyby
byla nekone¢na) se da omezit néjakou konstantou, tedy T'(n) = ©(n?).

2. ¢ = 1: Prace na jednotlivych hladinach je stejné, to znamena, ze suma je prave
1+ log, n, a tedy T'(n) = ©(n? - logn).
3. ¢ > 1: Prace na jednotlivych hladinach pfibyva, takze musime geometrickou fadu

seCist poctivé. Vime, Ze soucet geometrické fady od 0 do k s kvocientem ¢ a prvnim
k+1
g

q—1

Clenem 1 je: , coz piiblizne odpovida ¢*. Pak tedy plati:
T(n) = O(n® - g8+ ™).

Tento vyraz vypada ponékud osklivé, ale jesté ho trochu (alespoii kosmeticky) upra-
vime:
1 L d log, a log;, n o nd
O (nt-gosm) — 6 alogsm . PN (blogv @) nt\ _
(bd)logbn (bd)lOgb"

plogs n logya 4 log, a . ,,d
:®<( (bl) )’ - ) :g(n . ) =0 ().
ogy n

Tyto tii pripady presné odpovidaji rozdéleni piipadl v tvrzeni véty.

Vratme se nyni k moznosti, kdy n neni mocnina b. Pro obecné n > 1 zvolme:

® nT ... nejblizsi vyssi mocnina b

® 1~ ...nejblizsi nizsi mocnina b

OOO0000
OOO0O0000

Hledany pivot

O0O000

OOO0OO

Q Q Q Q O Q Q Q Q € e Mediany petic
O0O000

OO0O

Pétice

Nyni uz se tedy mtizeme pustit do vypoctu casové slozitosti. V kazdém kroku
funkce zavola sama sebe nejdiive na vstup velikosti ¢ a poté na vstup velikosti nej-
vyse %n. Ostatni operace zfistavaji linearni. Casovou slozitost V nejhorsim piipadé

tedy muzeme zapsat rekurentnim vzorcem:

Tn)=0Mn)+T (g) +T (1—70n> :

Tento rekurentni vzorec ale zatim neumime obecné fesit. Mohli bychom ho
postupné rozepsat, ale trvalo by dlouho, nez bychom z toho néco vykoukali. Lepsi
bude rovnou dokazat, ze tento rekurentni vzorec odpovida linearni slozitosti, zkusime
tedy dosadit T'(n) = cn:

1 7
en=n-+-cn+ —cn <= c=10.
5 10
Timto jsme tedy dokazali, ze ¢asova slozitost tohoto algoritmu V nejhorsim

pripadé je ©(n). Jelikoz to rychleji uréité neni mozné, miizeme na zavér této kapitoly
zformulovat tuto vétu:
Véta: Hledani k-tého nejmensiho prvku V posloupnosti délky n méa ¢asovou slozitost
V nejhorsim piipadé ©(n). Q@
K zamysleni: Pro¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? a jak
pro sedmice? Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linearni?

Quicksort

Jiz jsme se seznamili s t¥idicim algoritmem Mergesort. Podivejme se ted na al-
goritmus, ktery je také zalozen na metodé€ rozdel a panuj, ale chova se V podstaté
opacné. Namisto slévani mensich setfidénych posloupnosti posloupnost vzdy rozdéli
na dvé pokud mozno podobné velké ¢asti L a P, kdy V L jsou ¢isla mensi nez néjaky
pivot a v P ¢isla vétsi. Pivot tvori samostatnou ¢ast S. Obé ¢asti L i P rekurzivné
setfidi a nasledné vrati posloupnost, kde budou setfidéné prvky z L, pak pivot z S
a poté setfidéné prvky z P. Vyuziva tedy podobnou myslenku jako hledani k-tého
nejmensiho prvku.
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4. Vi : m; «— median(P;).
5. p «— Select(my ...m[n/5], [n/10]).
6. Rozdélime X na L, S, P

7. Rekurzivné se zavoldme na jednu z L, S, P (tu, ve které se mé vysky-
tovat hledany prvek)

N4&s deterministicky algoritmus tedy rozsifuje puvodni algoritmus tak, ze vzdy,
kdyz je potreba zvolit pivota z posloupnosti X, tak si posloupnost rozdéli na pétice
a v kazdé spocte median. Nésledné potfebuje medidn z téchto mediant, coz bude
vysledny pivot — median V ptivodni posloupnosti. Ten ziska tak, Ze se znovu zavola
na Select s parametry posloupnost medidnt a ¢islo [n/10], nebot potiebuje pra-
vé prostiedni prvek této poslounosti, kterd ma délku [n/5]. Kdyz mame konecné
vyhodného pivota nalezeného, tak mtzeme pokracovat, Ze si posloupnost opét roz-
délime na tii hromadky — prvky mensi (L), stejné (S) a vétsi (P) nez pivot. Nésledné
jen vybereme hromédku, kterd odpovida umisténi k-tého nejmensiho prvku, a na tu
se rekurzivné zavolame.

Abychom dokéazali, Ze tento algoritmus bude mit opravdu linedrni ¢asovou slo-
Zitost, musime si nejdfive dokazat nasledujici lemma:

Lemma: V kazdém kroku vypadne alesponi 3/10 - n prvkd.

Diikaz: V diikazu budeme trochu ¢tenéfe Sidit tim, ze budeme pfedpokladat celoci-
selné vysledky (napf. Ze pocet prvki posloupnosti, na kterou se zavolame, je vzdy
délitelny péti). Ctenaf si mize jako cviceni dokazat, ze kdyby vysledky nevychazely
celociselné, tak to nevadi.

Predstavme si vybrané pétice sefazené podle velikosti od nejvétsiho prvku a za-
kresleme je do sloupct. Jejich mediany tedy vypliuji prostifedni fadu. Tyto pétice
pak sefadme podle velikosti jejich medianii (nejmensi vlevo)(®) . Hledany pivot se te-
dy nachézi (pokud pfedpokladdme pro jednoduchost lichy pocet pétic) pFesné upro-
stfed. o prvcich nad pivotem a napravo od néj mizeme urcité fict, ze jsou vétsi nebo
rovny pivotu, prvky pod nim a nalevo od néj jsou zase urcité mensi nebo rovny
pivotu.

Podle konstrukce algoritmu tedy zarucené vypadne jedna nebo druhd skupina
prvka. Obé tyto skupiny pfitom obsahuji, jak je vidét z obrazku, alesponn 3/10 - n
prvki. @

() Algoritmus ovSem nikde takto pétice nefadi! Jen nadm to pomiize v dikazu
spravnosti.
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Plati tedy, ze ¥ <n~ <n <nt <n-b. Zajisté i plati T'(n~) < T'(n) < T(n™).
Ale T(n™) = 0((n7)¢) = O(n¢) a T(nT) = O((nT)¢) = O(n). Pak tedy i T'(n) =
O(n°). Véta tedy plati i v pfipadé, Ze n neni mocnina b. Q
Priklad: Porovnejme si nékteré zndmé algoritmy a jejich ¢asovou slozitost pomoci
Master Theoremu:

algoritmus a b d casova slozitost
Mergesort 2 2 1 O(n -logn)
Nésobeni 1. 4 2 1 0(n?)
Nasobeni IL 3 2 1 O(nloe2 3)
Binarni vyhledavani 1 2 0 O(logn)

Hledani k-tého nejmensiho prvku (medianu)

V tomto oddilu se budeme zabyvat tim, jak co nejrychleji najit V jakékoli
posloupnosti n ¢isel k-ty nejmensi prvek, popfipadé median. Pro ty, kdo median
neznaji, tu mame definici:

Definice: Medidn posloupnosti ai,as,...,a, je takové a;, Ze nejvyse n/2 prvku je
mensich nez a; a nejvyse n/2 prvki je vétsich nez a;. Plati tedy, Ze median je bud
[n/2]-ty, nebo [n/2]-ty nejmensi prvek posloupnosti.

Nejjednodussim resenim by urcité bylo celou posloupnost nejdiive setfidit a pak
uz jednoduse vybrat pozadovany prvek. To bychom dokézali V celkem slusném case
O(nlogn), ale uz ted muzeme prozradit, ze to jde V ¢ase ©(n). Jak?

Pouzijme metodu rozdel a panuj. Néjakym zpiisobem si zvolime jeden prvek
posloupnosti a nazveme ho pivot. Poté rozdélime zadanou posloupnost na tii dis-
junktni mnoziny. do prvni ddme vSechny prvky mensi nez pivot, do druhé rovné
pivotu jako pivot a do tfeti vétsi nez pivot. Timto mame zajisténo, Ze prvky z prvni
mnoziny jsou urcité mensi nez prvky z druhé a ty nez prvky z t¥eti. O tom, jak jsou
prvky usporadany uvnitf téchto mnozin, ale nic nevime.

V poslednim kroku naseho algoritmu se pak rozhodneme, na kterou mnozinu
svij algoritmus rekurzivné zavolame. Pokud je k mensi nebo rovno nez velikost
prvni mnoziny, pokrac¢ujeme V prvni mnoziné, pokud je k£ mensi nebo rovno nez
soucet velikosti prvni a druhé mnoziny, pak hledanym prvkem je pravé vybrany
pivot a algoritmus skonéi, a nakonec pokud ani jedna podminka splnéna nebyla,
pustime se do hledani ve tfeti mnoziné, ovSem uz nehleddme k-ty nejmensi prvek,
ale [-ty, kde [ se rovna k minus velikost prvnich dvou mnozin. Pro vétsi nazornost
zapiSeme tento algoritmus formalnéji:

Select(k, X): (Hled4ni k-tého nejmensiho prvku V mnozine X)
1. Jestlize | X| < 1, vyFesime trividlng.
2. Zvolime pivota p € X.
3. Rozdélime mnozinu X na t¥i podmnoziny: L = {z € X;z < p}, S =
{reX;z=p},P={zr e X;z>p}
4. Jestlize k < |L|, vratime vysledek funkce Select(k, L).
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5. Jestlize |L| < k < |L| + |S|, vratime pivota p.
6. Jestlize |L| + |S| < k, vratime vysledek funkce Select(k — |L| — |S], P).

Na prvni pohled je vidét, zZe se algoritmus zastavi (vstup se vzdy zmensi alesponi
o0 1) a ze vyda vzdy spravny vysledek. Jak je to ovSem s ¢asovou slozitosti? Rozdéleni
do mnozin a podminky V druhém a tfetim kroku maji linearni slozitost, cemuz se
nevyhneme. P¥i nestastné volbé pivota se nAm muze stat, Zze pocet rekurentnich
volani miize byt az n, tedy celkové slozitost V nejhorsim piipadé je ©(n?), ¢imz jsme
si oproti prostému set¥idéni jesté pohorsili. Co s tim? Jak je vidét, velmi dulezita je
volba pivota. Tu mtzeme provést nékolika zptisoby:

a) Pivot by se V setfidéné posloupnosti vyskytoval uprostied, vstup by se tedy
stale ptlil. Casovou slozitost vypoc¢teme z rekurentniho zépisu:

n n n
T(n):T(—) —|—®(n):@(n—|——+——|—...) = 0(n).
2 2 4
To by bylo sice skvélé, ale nalezeni takového pivota je vlastné vyreseni tilohy hledani
medianu, o coz se snazime. Tedy jsme si viibec nepomohli.
b) Pivot by se V setfidéné posloupnosti néchazel V prostfednich dvou ¢tvr-
tindch (nazvéme tento prvek ,lZimedian“). Tim bychom V kazdém kroku uréité

odstranili mnozinu velikosti alespoii étvrtiny vstupu. Casové slozitost tohoto FeSeni
by byla:

T(@:T(%) +@(n):@(n+§n+ 1—96n+> — 0(n).

Timto bychom tedy také dosahli linearni ¢asové slozitosti. Ale jak vybrat pivota
tak, aby se nachéazel V prostfednich dvou ¢tvrtinach a aby ndm nam to nepokazilo
linearni slozitost?

Zkusme vybrat pivota ndhodné. Pravdépodobnost, ze vytahneme zrovna lzime-
dién, je alespoii 1/2. (Pokud by se prvky nemohly opakovat a byl jich sudy pocet,
byla by to pfesné 1/2.) Tuto pravdépodobnost si ozna¢me p.

Volba lZimedianu

1. Vybereme rovnomeérné ndhodné pivota z mnoziny X.
2. Otestujeme, zda je pivot 1Zimedian.
3. Pokud neni = pokracujeme znovu od zacatku, jinak konec.
Pivota vybirame rovnomérné ndhodné, tedy kazdy prvek posloupnosti méa stej-
nou pravdépodobnost, Zze bude vybran.
Oznacme si T' ndhodnou veli¢inu znacici dobu béhu algoritmu. Potom stiedni
hodnota této ndhodné veli¢iny E[T] = O(n) - E[pocet prichodi cyklem)].
Ted si dokazme, ze budeme-li ndhodné vybirat pivota tak dlouho, aZ se strefime
do lZzimedidnu, tak ,v praméru“ budeme muset tahat jen 1/p-krat.

Lemma: (O dzbdnu a vodé) Cekani na ndhodnou udélost, kterd nastava s pravde-
podobnosti p, trva V praméru 1/p.

Diikaz: Ozna¢me N pocet pokust. Potom stfedni hodnota poc¢tu pokust je:

E[N]=p-1+(1-p)  (1+E[N])

E[N]=p+1+4+E[N]—p—p-E[N]
E[N]-(1-1+p)=1

E[N]=1/p

S pravdépodobnosti p udalost nastane a s odvrécenou pravdépodobnosti (1 —p) jsme
jeden pokus promarnili a musime cely proces opakovat. Jednoduchymi tpravami ndm
vyjde, Ze stfedni hodnota poctu pokust je 1/p.

,V priumeéru se tedy chodi 1/p-krat se dzbanem pro vodu, nez se ucho utrhne...“ Q

Z lemmatu tedy plyne, Ze V naSem ptipadé E[pocet prichodi cyklem]< 2.
V priméru tedy na druhy pokus vytdhneme lzimedidn. Ten pak pouzijeme jako
pivot. Timto tudiz dosdhneme pramérné ¢asové slozitosti ©(n).

Véta: Pravdépodobnostnim algoritmem lze najit k-ty nejmensi prvek z n prvki
V primérném case O(n).

Poznamka: KdyZ budeme volit pivota ndhodné a nebudeme se starat o to, zda se
jednd o 1zimedidn, ¢i ne, tak dostaneme také primérny cas O(n).

K volbé 1zimedidnu jsme volili vzdy ndhodného pivota, jednalo se tedy o ran-
domizovany algoritmus. Stejny vysledek ndm ale vyjde i pii deterministickém algo-
ritmu, kdy budeme volit pivota vZdy stejné (napf. na prvni pozici ve vstupni po-
sloupnosti), ale budeme mit néjak zarudeno, ze vstupy budou dostateéné nahodné.
U randomizovaného algoritmu se jednalo o primér pfes ndhodné d¢isla, u determi-
nistického algoritmu o priimér pies nahodné vstupy.

Uz tedy vime, ze kdyz budeme volit pivota hodné $patné, tak se mizeme do-
stat az na ¢asovou slozitost ©(n?). Kdyz budeme volit o néco 1épe, tak se mtizeme
dosdhnout priimérné ¢asové slozitosti ©(n). Existuje ale i algoritmus, ktery pracuje
vzdy (nejen V priimérném piipadé) V case ©(n). Podivejme se, jak bude vypadat

Volba pivota:
1. Rozdélime vstup na pétice ...O0(n)
2. Spoc¢teme median kazdé pétice ...O(n)
3. Spoc¢teme medidn mediana pétic tak, ze rekurzivné zavolame tentyz
algoritmus Select(n/10, medidny pétic). Tim ziskdme pivota.

Pro tplnost se podivejme, jak bude vypadat cely algoritmus na hledani k-tého
nejmensiho prvku posloupnosti za pouziti nasi nové volby pivota:
Deterministicky linearni algoritmus na vybér medianu linearné

1. Vstup: X =21 ...2p, k (1 <k <n)
2. Pokud n < 5 = vyfesime hrubou silou.
3. Vstup rozdélime na pétice P ... P57
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