Indukci dokazeme, ze Ay > 2% . Prvn{ indukéni krok jsme si uz ukézali, ted pro
k> 2plati: Ay = 14+ Ap 1+ Ag_o > 27 4255 =25 (275 4+271) = 25.1.21 > 2%,
Timto jsme dokazali, ze na kazdé hladin€ je minimalné exponencialné vrcholi,
coz nam zarucéuje hloubku ©(logn). Q@

11. Vyhledavaci stromy

Predstavme si nasledujici problém: potiebujeme si udrzovat urcita setiidéna
data, naptiklad slovnik. Polozkami jsou uspofddané dvojice (kli¢, hodnota). Klice
jsou unikatni a jsou to prvky néjakého linedrné usporadaného universa. Hodnoty
mohou byt libovolné.

Na nasich datech budeme chtit provadét nasledujici operace:

Insert — vlozit novou polozku

Delete — smazat polozku

Find — najit polozku

Max & Min — vybrat polozku s nejvétsim, resp. nejmensim klicem

Pred & Succ — vybrat polozku s klicem nejblizsim mensim, resp. vétSim

Jak by vypadalo nejjednodussi feSeni? Staticky bychom data mohli udrzovat
v setfidéném poli. Takové pole se vyrobi v ¢ase ©(n -logn). Operace Find by trvala
O(logn) (vyhledévali bychom samoziejmé bindrné). Ale problém by nastal s opera-
cemi Insert a Delete, které by se takto implementovat nedaly, nebo by trvaly hodné
dlouho (napf. v piipadé Insertu bychom museli celé pole pfestavét).

Pozorovani: Proces bindrniho vyhledavani v setfidéném poli se dé reprezentovat
binarnim vyhleddvacim stromem.

Definice: Bindrni strom: Strom je bindrni, pokud je zakofenény a kazdy vrchol ma
nejvyse dva syny, u nichz rozlisujeme, ktery je levy a ktery pravy.

Definice: Pro vrchol v znacime:

I(v) a p(v) — levy a pravy syn vrcholu v

L(v) a P(v) — levy a pravy podstrom vrcholu v

S(v) — ptislusny podstrom s kofenem v

h(v) — hloubka stromu S(v), neboli délka nejdelsi cesty z kofene do listu

Definice: Bindrni vyhleddvaci strom (BVS): Bindrni strom je vyhledavaci, pokud
v kazdém vrcholu je ulozena dvojice (kli¢, hodnota) [ztotoznime vrchol s klicem] a
pro vSechny vrcholy plati: (Vu € L(v) : u < v) & (Vu € P(v) : u > v).

Priklady binarnich vyhledavacich stromii:



Jak budou tedy vypadat operace Find, Insert a Delete na bindrnim vyhledava-
cim stromu?

Find(v, x):

1. Pokud v = () = vrétime 0.
2. Pokud v = z = vratime v.
3. Pokud v < z = vratime Find(p(v), x).
4. Pokud v > = = vratime Find(l(v), z).

Insert(v, z):
1. Jako Find a na konci pridame list.
Delete(v):

1. Pokud v je list = jednoduse list utrhneme.
2. Pokud v ma jednoho syna =- vrchol ,vyiizneme“.

3. Jinak m4 v oba syny = do vrcholu vlozime minimum z P(v), coz bude
list, a ten utrhneme.

Poznamka: Pokud m4 vrchol v pfi operaci Delete oba syny, je vlozeni minima z P(v)
ekvivalentni s vloZzenim maxima z L(v).

Priklady operaci Insert a Delete na BVS:

a Delete 4 @

(5) ()
e Delete 2 @ a Delete 5 @
@O © O ©

Casové slozitost vsech t¥i operaci je ©(hloubka stromu), coz muze byt ©(n),
kdyZ budeme mit smiilu a strom bude (témé¥) linearni spojovy seznam, nebo O (logn)
kdyz bude strom pékné vyvazené vystavény. Vidime tedy, ze slozitost operaci stoji
a pada s hloubkou stromu. Proto by se nam libilo, aby mél nas strom vzdy hloubku
O(logn). Podivejme se tedy, jak se d4 navrhnout bindrni vyhledavaci strom, aby
tuto podminku splioval ...

Vyvazené binarni vyhledavaci stromy

Definice: Dokonald vyvdZenost: Strom je dokonale vyvazeny, pokud pro vsechny jeho
vrcholy plati: ||[L(v)| — |P(v)]| < 1.

Takto definovany binarni strom bude mit urcité logaritmickou hloubku. Jak
takovy strom ale konstruovat? To se ndm podaii bud staticky, nebo na ném budou
operace drazsi nez ©(logn).

Staticka konstrukce dokonale vyvazeného BVS: Vybereme prostfedni prvek ze setii-
déného pole (tedy medidn posloupnosti) a ddme ho do kotene stromu. Jeho syny pak
vystavime rekurzivné z levé a pravé piilky pole. Celd konstrukce tedy trvd O(n).

Vidime tedy, Ze to nas problém prili§ nefesi. Potfebovali bychom, aby se strom
dal také efektivné udrzovat. Zkusime proto slabsi podminku:

Definice: Hloubkovd vyvdzZenost: Strom je hloubkové vyvéazeny, pokud pro vSechny
jeho vrcholy plati: |h(L(v)) — h(P(v))| < 1.

Stromiim s hloubkovym vyvézenim se ¥ikd AVL stromy (objeviteli je rusti ma-
tematikové G. M. Adelson-Velsky a E. M. Landis, podle nich jsou také pojmenovany)
a plati o nich néasledujici lemma:

Lemma: AVL strom na n vrcholech mé hloubku O (logn).

Diikaz: Uvazme posloupnost Ax = miniméalni pocet vrcholia AVL stromt hloubky k.
Staci ukazat, ze Ay roste exponencidlné. Podivejme se na minimélni AVL stromy:

Ag=1
A =2
Ay =4
Az =7

Ap =1+ Ap_1 + Aj—o.

Rekurentni vzorec jsme dostali rekurzivnim stavénim stromu hloubky k: novy
kofen a 2 podstromy o hloubkach k — 1 a k — 2.

Vidime tedy, ze A, = F,+2 — 1. (MZeme dokdzat napf. indukci.) Ted nam
jiz staéi dokazat, Ze posloupnost Ay roste exponenciidlné S vyhodou muzeme vy-
uzit toho, ze na prvni pfednésce jsme si jiz dokéazali, ze Fibonacciho ¢isla rostou
exponencialné. Nicméné pro zapomnétlivé mtizeme diikaz ve stru¢nosti zopakovat:
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