Problém s mincemi

Kolika zplsoby lze zaplatit n korun pomoci minci 1 K¢, 2 K¢ a 5 KE?

Uvazme nasledujici polynomy:

P(z)=a+at +22 + 2>+ 2%+ ...
Poz)=a+a* +a2* + 20 + 2%+ ...
Ps(z) =2+ 2 + 20 + 2% 4+ 220 + ...

Hledané dcislo m,, je koeficient u =™ v polynomu:

Dikaz: Uvédomime si, jak funguje ndsobeni polynomd. ..

Znaceni:
m, = [z"] P(z)



Jina formulace: S¢itame rady

Vsimneme si, ze Py, P> i P5 jsou nekonecné geometrické rady, takze je mizeme

secist:
Pl = 1/(1 — ZC)

P, =1/(1 — 27
P;=1/(1-a°)

Chceme tedy zjistit:

Jenze nevime, jak na to.

Pojdme tedy nejdfiv prozkoumat jednodussi zlomky . ..



Zacnéme od jednicky

1
mn
=1
[x]l—:c
1
n — (—1)"
") = = (-1
1
mn _ mn
[ ]1—|—oz:13_a
" = =a e = a )
a—Tr « — =



Soucin ve jmenovateli

Pokud chceme rozlozit:

Jinymi slovy chceme:
A(f—x)+ Bla—x) =1
/ toho ziskame soustavu rovnic:
AB + Ba =1, A+B=0

Jejim resenim je:

AB—Aa=1 = A=



Ale co kdyz...?

Predchozi trik funguje pouze pokud a # (.

Co tedy udélame s vyrazy
1

(0 — )"

Pouzijeme zobecnénou binomickou vétu:
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A ted obecné: Rozklad na parcialni zlomky

Véta: Bud f(z) = P(x)/Q(x), kde P a @Q jsou polynomy. Necht Q(x) =
(g —x)® - ... (a — ), kde a; € N a a; jsou navzajem rlizna komplexni
Cisla. Pak existuji polynomy R a R; ; takove, ze:

.
Ri1(z)  Ria(z) Ry 4, ()
-+ P -+ (041—56)2—’_'“+ (Ozl—x)al
+ ...+
Rii(z)  Ryoa(z) Ry o, ()
+ ap — T + (ozk—at)2+“'+ (g — )%

a (BUNO) nelze z4dny ze zlomki zkratit.

(A kazdy takovy zlomek uZ umime prevést na radu ... )



Rozklad na parcialni zlomky

Naznak dukazu:

e Pokud f(z) = P(x)/Q(x) a P je netrividlni, rozlozime nejdfive 1/Q(x),
nacez vSechny ¢leny vysledku vyndsobime P a zkratime.

e Pokud f(x) =1/(a — x), jsme hotovi.

e Pokud f(z) =1/(a—x)?, jsme také hotovi; kracenim pak mohou vznikat
Cleny s nizSimi exponenty.

e Pokud f(z) =1/(Q1(z)-Q2(x)), kde Q1 a Q2 jsou nesoudélné polynomy,
chceme najit Ay a As takové, aby 1/(Q1-Q2) = A1/Q1+ A2/Q>, jinymi
slovy aby by|0 AlQQ -+ AQQl =1.

Stadi spustit na ()1 a ()2 Euklidiiv algoritmus a ten takovou linedrni kom-
binaci najde (koeficienty jsou samozrejmé zase polynomy).



Zpatky k nasim $$$

Chceme rozlozit zlomek

P(z) = !

(1 —x)(1 —2x2)(1 — x°)

Jak je to s koreny:
(1—2%)=(1—-2)(1+2)
(1—2%) = (1 —2)(&" — 2)(w* — 2)(* — 2) (" — o)

2mi/5 43 w2 = w3 takze:

lde w=c¢ a navic w! = w
(wl—x)(w4—:1:):1—20082%:13—1—:132:14—1_7\/5:6—332
(wz—:c)(w3—:v):1—26084%334—:132:14—%:6—332

Proto:
1

(1—2)31+2)(1+ 1_7\/5:6 —x?)(1+ 12—\/5:13 — x?)

P(x) =

(Nebojte se, dobre to dopadne.)



Povolame posily: Mathematicu

Rozklad na parcidlni zlomky podle Mathematicy:

P(x) =

B 1 N 1 13

10 (=14 2)> 4(-142)> 40(-1+x)
1

YD

55+ (545
25 (=2 + (=1 + V/5)x — 222)
n 6+ 25+ 4z
5(54+vV5)(2+ (1+V5)x +222)

(Pokus o rozklad komplexniho tvaru skonCil zaplavou.)



Mathematica v akci: prevadime na komplexni tvar

VSimneme si, Ze pro w = (—1)/? vyjde:

4:\/5+1 2 5 Vbh—1

w— w g o Wow=—y
Takze posledni dva Cleny mlzeme také psat jako:
34+ V5 + 2z

5 (5 + v5)(w* — z)(w + z)

- 5—Vb+(5+ V)
50 (w? — x)(w3 + =)

To uz se nam hodi, protoze:

atPr_ ety L

1
f(x) f(x)
a to uz rozlozit umime.

"]



Secteno a podtrzeno




Jak vyjdou kvadratické cleny
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Volejte slava a tfi dny se radujte!

my, = [z"] P(x) =
(n+1)(n+2)+n+1+13+(—1)”

20 4 40 8
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50 w? + w3

(,w—2n . (_w)—3n)

UFftfe. ..



Post-scriptum aneb rano je moudrejsi vecera

Jelikoz w!® = 1, musi byt poslednich $est ¢lend

periodickych:

Takze celou formuli mizeme zjednodusit na:

Happy End.

_n?48n 47

+ §(n mod 10).



