2. Dinictav algoritmus a jeho varianty

Maximalni tok v siti uz umime najit pomoci Fordova-Fulkersonova algoritmu
z minulé kapitoly. Nyni pojedname o efektivnéjsim Dinicové algoritmu a o ruznych
jeho variantéach pro sité ve specidlnim tvaru.
Dinicav algoritmus
Diniciiv algoritmus je zalozen na nasledujici myslence: Ve Fordové-Fulkersonové
algoritmu nemusime pricitat jen zlepsujici cesty, ale je mozné pric¢itat rovnou zlep-
Sujici toky. Nejlépe toky takové, aby je nebylo obtizné najit, a pfitom aby ptvodni
tok dostatecné obohatily. Vhodnymi objekty k tomuto ucelu jsou blokujici toky:
Definice: Blokujici tok je tok takovy, ze kazda orientovana st-cesta obsahuje ale-
spoii jednu nasycenou hranu. [Tj. takovy tok, ktery by nasel F-F algoritmus, kdyby
neuvazoval rezervy v protisméru.|
Algoritmus (Dinic):
1. Za¢neme s libovolnym tokem f, napfiklad prazdnym (vSude nulovym).
2. Tterativné vylepSujeme tok pomoci zlepsujicich toki: (vnéjsi cyklus)

3. Sestrojime sit rezerv: vrcholy a hrany jsou tytéz, kapacity jsou
urceny rezervami v ptivodni siti. Dale budeme pracovat s ni.

4. Najdeme nejkratsi st-cestu. Kdyz zadna neexistuje, skoncime.

5. Prodistime sit, tj. ponechdme v ni pouze vrcholy a hrany na nej-

kratsich st-cestach.

6. Najdeme v procisténé siti blokujici tok fp:

7. fB < prdzdny tok

8. Postupné ptidavame st-cesty: (vnitini cyklus)

9. Najdeme st-cestu. Napr. hladové —  rovnou za nosem*.

10. Posleme co nejvice po nalezené cesté.

11. SmaZeme nasycené hrany. (Pozor, smazidnim hran mo-
hou vzniknout slepé ulicky, ¢imZ se znecisti sit a nebude
fungovat hladové hledani cest.)

12. Dodistime sit.

13. Zlepsime f podle fp

) t
Prodisténa sit rozdélend do vrstev

SlozZitost algoritmu: Oznacme [ délku nejkratsi st-cesty, n pocet vrchold sité a m
pocet hran sité.
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e Jeden prichod vnitinim cyklem trvd O(l), coz mizeme odhadnout jako
O(n), protoze vzdy plati I < n.

® Vnitini cyklus se provede maximalné m-krat, protoze se vzdy alespon
jedna hrana nasyti a ze sité vypadne, takze krok 6 mimo podkroku 12
bude trvat O(mn).

e Cisténi a docistovani sité dohromady provedeme takto:

® Rozvrstvime vrcholy podle vzdalenosti od s.

e Zatizneme dlouhé cesty (delsi, nez do vrstvy obsahujici t).

e Drzime si frontu vrcholt, které maji degt = 0 ¢i deg™ = 0.

® Vrcholy z fronty vybirame a zahazujeme véetné hran, které
vedou do/z nich. A pfipadné pfidavame do fronty vrcholy, kte-
rym pfi tom klesl jeden ze stupnt na 0. Vymazou se tim slepé
ulicky, které by vadily v podkroku 9.

Takto kroky 5 a 12 dohromady spotfebuji ¢as O(m).
e Jeden priichod vnéjsim cyklem tedy trva O(mn).
® Jak za chvili dokdzeme, kazdym priichodem vnéjsim cyklem [ vzroste,

takze pruchodt bude maximalné n a cely algoritmus tak pobézi v Case
O(n*m).

Korektnost algoritmu: Kdyz se Dinictiv algoritmus zastavi, nemtize uz existovat
zadné zlepSujici cesta (viz krok 4) a tehdy, jak uZ vime z analyzy F-F algoritmu, je
nalezeny tok maximalni.

Véta: V kazdém prichodu Dinicova algoritmu vzroste [ alespon o 1.

Diikaz: Podivame se na prubéh jednoho prichodu vnéjsim cyklem. Délku aktualné
nejkratsi st-cesty oznacme [. VSechny puvodni cesty délky [ se béhem prichodu
zarucené nasyti, protoze tok fp je blokujici. Musime vSak dokéazat, Ze nemohou
vzniknout zadné nové cesty délky | nebo mensi. V siti rezerv totiz mohou hrany
nejen ubyvat, ale i pfibyvat: pokud posleme tok po hrané, po které jesté nic neteklo,
tak v protisméru z dosud nulové rezervy vyrobime nenulovou. Rozmysleme si tedy,
jaké hrany mohou pfibyvat:

Vnéjsi cyklus zac¢ind s neprocisténou siti. Piiklad takové sité je na néasledujicim
obrazku. Po procisténi zastanou v siti jen ¢erné hrany, tedy hrany vedouci z i-té
vrstvy do (i + 1)-ni. Cervené a modré(!) se zahodi.

Nové hrany mohou vznikat vyhradné jako opaéné k éernym hrandm (hrany
ostatnich barev padly za ob&t procisténi). Jsou to tedy vzdy zpétné hrany vedouci
7 i-té vrstvy do (i — 1)-ni. Vznikem novych hran by proto mohly vzniknout nové
st-cesty, které pouzivaji zpétné hrany. Jenze st-cesta, ktera pouzije zpétnou hranu,
musi alespon jednou skocit o vrstvu zpét a nikdy nemuze skocit o vice nez jednu
vrstvu dopfedu, a proto je jeji délka alespori [ 4 2. Tim je véta dokazana. Q

(1) Modré jsou ty, které vedou v ramci jedné vrstvy, cervené vedou zpét & za spo-
tfebi¢ ¢i do slepych ulicek. Pti vytisténi na papir vypadaji vSechny Cerné.
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Neprocisténa sif. Obsahuje zpétné hrany, hrany uvnit¥ vrstvy a slepé ulicky.

Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Poznamky

® Neni potfeba tak puntickarské ¢isténi. Vrcholy se vstupnim stupném 0
nam nevadi — stejné se do nich nedostaneme. Vadi jen vrcholy s vystupnim
stupném 0, kde by mohl havarovat postup v podkroku 9.

® Je mozné dé€lat prohledavani a ¢iSténi soucasné. Jednoduse prohledavanim
do hloubky: ,Hrrr na nél“ a kdyz to nevyjde (dostaneme se do slepé
ulicky), kus ustoupime a pfi Gstupu ¢istime sit odstrariovinim slepé ulicky.

e Uz pfi prohledavani si rovnou udrzujeme minimum z rezerv a pii zpa-
teéni cesté opravujeme kapacity. Snadno zkombinujeme s prohleddvanim
do hloubky.

e V pritbéhu vypoétu udrzujeme jen sif rezerv a tok vypocéteme az nakonec
z rezerv a kapacit.

e KdyZ budeme chtit hledat minimalni fez, spustime po Dinicovu algoritmu
jesté jednu iteraci F-F algoritmu.

Specialni sité (ubirdme na obecnosti)

Pfi pfevodu rdznych dloh na hleddni maximalniho toku ¢asto dostaneme sit
v néjakém specidlnim tvaru — tfeba s omezenymi kapacitami ¢i stupni vrchold. Po-
divame se proto podrobnéji na chovani Dinicova algoritmu v takovych pripadech a
ukdzeme, Ze Casto pracuje prekvapivé efektivneé.
Jednotkové kapacity: Pokud sit neobsahuje cykly délky 2 (dvojice navzajem opad-
nych hran), vSechny rezervy jsou jen 0 nebo 1. Pokud obsahuje, mohou rezervy byt i
dvojky, a proto sit upravime tak, Ze ke kazdé hrané pfidame hranu opac¢nou s nulo-
vou kapacitou a rezervu proti sméru toku pfirkneme ji. Vzniknou tim sice paralelni
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hrany, ale to tokovym algoritmtm nikterak nevadi.(?

Pri hledani blokujiciho toku tedy budou mit vSechny hrany na nalezené st-
cesté stejnou, totiz jednotkovou, rezervu, takze vzdy z grafu odstranime celou cestu.
KdyZ mame m hran, pocet zlepSeni po cestach délky ! bude maximélné m/I. Proto
slozitost podkrokit 9, 10 a 11 bude m/l - O(1) = O(m).t3) Tedy pro jednotkové
kapacity dostdvame slozitost O(nm).

Jednotkové kapacity znovu a lépe: Vnitini cyklus lépe udélat neptjde. Je potieba
alespon linearni ¢as pro ¢isténi. MuZeme se ale pokusit 1épe odhadnout pocet iteraci
vnéjsiho cyklu.

Sledujme stav sité po k iteracich vnéjsiho cyklu a pokusme se odhadnout, kolik
iteraci jesté algoritmus udéla. Oznacme [ délku nejkratsi st-cesty. Vime, ze [ > k,
protoze v kazdé iteraci vzroste [ alespon o 1.

Méame tok fi a chceme dostat maximalni tok f. Rozdil f — f; je tok v siti
rezerv (tok v pavodni siti to ovSem byt nemusi!), ozna¢me si ho fr. Kazda iterace
velkého cyklu zlepsi fj, alesponi o 1. Tedy nam zbyva jesté nejvyse | fr| iteraci. Proto
bychom chtéli omezit velikost toku fr. Napriklad fezem.

Najdeme v siti rezerv n&jaky dost maly fez C. Kde ho vzit?(*) Poéitejme jen
hrany zleva doprava. Téch je jisté nejvysSe m a tvori alespon k rozhrani mezi vrstvami.
Tedy existuje rozhrani vrstev s nejvyse m/k hranami® . Toto rozhrani je fez. Tedy
existuje fez C, pro néjz |C| < m/k, a algoritmu zbyva maximélné m/k dalsich kroki.
Celkovy pocet krokt je nejvys k +m/k, takZe staci zvolit k = \/m a ziskdme odhad
na pocet kroki O(v/m).

Tim jsme dokéazali, Ze celkova slozitost Dinicova algoritmu pro jednotkové ka-
pacity je O(m?/?). Tim jsme si pomohli pro Fidké grafy.
Jednotkové kapacity a jeden ze stupiiti roven 1: Ulohu hle-
dédni maxima&lniho parovani v bipartitnim grafu, piipadné
hledani vrcholové disjunktnich cest v obecném grafu lze pie-
vést (viz predchozi kapitola) na hleddni maximélniho toku
v siti, v niz ma kazdy vrchol v # s,t budto vstupni nebo
vystupni stupeti roven jedné. Pro takovou sif miizeme pred-
chozi odhad jesté trosku upravit. Pokusime se nalézt v siti
po k krocich néjaky maly fez. Misto rozhrani budeme hle-
dat jednu malou vrstvu a z malé vrstvy vytvorime maly fez
tak, Ze pro kazdy vrchol z vrstvy vezmeme tu hranu, ktera
je ve svém sméru sama.

) Casto se to implementuje tak, Ze protismérné hrany viibec nevytvoiime a kdyz
hranu nasytime, tak v siti rezerv prosté obratime jeji orientaci.

(3) Nebo by &lo argumentovat, tim Ze kazdou hranu pouZijeme jen 1x.

(4 Pteci v feznictvi. Kdepak, spie v cukrarné. Myslite, Ze v cukrarné maji Dinicovy
Fezy? Myslim, Ze v cukrarné je vét$ina ezt minimalni. (odposlechnuto na piednasce)
5 Princip holubniku a né&jaka ta +1.
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Po k krocich mame alespoii k vrstev, a proto existuje vrstva § s nejvyse n/k
vrcholy. Tedy existuje fez C o velikosti |C| < n/k (ziskdme z vrstvy ¢ vySe popsanym
postupem). Algoritmu zbyva do konce < n/k iteraci vnéjsiho cyklu, celkem tedy
udéld k + n/k iteraci. Nyni stadi zvolit k = y/n a slozitost celého algoritmu vyjde

Mimochodem, hledani maximéalniho parovani pomoci Dinicova algoritmu je ta-

ké ekvivalentni zndmému Hopcroft-Karpové algoritmu [1]. Ten je zaloZen na st¥i-
davych cestach z predchozi kapitoly a v kazdé iteraci nalezne mnozinu vrcholové
disjuktnich nejkratsich stfidavych cest, ktera je maximalni vzhledem k inkluzi. Tou-
to mnozinou pak aktualni parovani pfexoruje, ¢imz ho zvétsi. VSimnéte si, ze tyto
mnoziny cest odpovidaji pravé blokujicim toktim v procisténé siti rezerv, takze mu-
zeme i zde pouzit nas odhad na pocet iteraci.
Treti pokus pro jednotkové kapacity bez omezeni na stupné vrcholu v siti: Hlavni
myslenkou je opét po k krocich najit néjaky maly fez. Najdeme dvé malé sousedni
vrstvy a vS8echny hrany mezi nimi budou tvofit ndmi hledany maly fez. Budeme
tentokrat predpokladat, ze nase sit neni multigraf, pfipadné Ze ndsobnost hran je
alespon omezena konstantou.

Oznacme s; pocet vrchol v i-té vrstvé. Soucdet poc¢tu vrcholia ve dvou soused-
nich vrstvach oznacime t; = s; + s;+1. Bude tedy platit nerovnost:

Zti < 2Zsi < 2n.
i 1

Podle holubnikového principu existuje ¢ takové, ze t; < 2n/k, ¢ili s; + s;41 < 2n/k.
Pocet hran mezi s; a s;41 je velikost fezu C, a to je shora omezeno s; - s;41. Nejhorsi
pfipad nastane, kdyz s; = s;+1 = n/k, a proto |C| < (n/k)2 Proto podet iteraci
velkého cyklu je < k 4 (n/k)*. Chytie zvolime k = n2/3. Slozitost celého algoritmu
pak bude O(n?/3m).

Obecny odhad pro celodiselné kapacity: Tento odhad je zaloZen na velikosti maxi-
malniho toku f a predpokladu celociselnych kapacit. Za jednu iteraci velkého cyklu
projdeme malym cyklem maximalné tolikrat, o kolik se v ném zvedl tok, protoze
kazda zlepsujici cesta ho zvedne alesponn o 1. Zlepsujici cesta se tedy hledd maxi-
mélné | f|-krat za celou dobu béhu algoritmu. Cestu najdeme v ¢ase O(n). Celkem
na hledéani cest spotfebujeme O(|f|-n) za celou dobu béhu algoritmu.

Nesmime ale zapomenout na ¢isténi. V jedné iteraci velkého cyklu nas stoji
¢isténi O(m) a velkych iteraci je < n. Proto celkova slozitost algoritmu ¢ini O(| f|n+
nm)

Pokud navic budeme ptedpokladat, Zze kapacita hran je nejvyse C' a G neni

multigraf, mizeme vyuzit toho, Ze |f| < C'n (omezeno Fezem okolo s) a ziskat odhad
O(Cn? + nm).
Skalovani kapacit

Pokud jsou kapacity hran vétsi celd ¢isla omezend néjakou konstantou C, mu-

zeme si pomoci nasledujicim algoritmem. Jeho zékladni myslenka je podobné, jako
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u tridéni ¢isel postupné po fadech pomoci radix-sortu neboli pfihradkového tridé-
ni. Pro jistotu si ho pfipomenme. Algoritmus nejprve setfidi ¢isla podle posledni
(nejméné vyznamné) cifry, poté podle pfedposledni, pfedpiedposledni a tak dale.

V nasSem pripadé budeme postupné budovat sité ¢im dal podobnéjsi zadané siti
a v nich pocitat toky, az nakonec ziskdme tok pro ni.

Presnéji: Maximalni tok v siti G budeme hledat tak, Ze hrandm postupné bu-
deme zvétsovat kapacity bit po bitu v binarnim zapisu az k jejich skutec¢né kapacité.
Pritom po kazdém posunu zavolame Dinictiv algoritmus, aby dopocital maximalni
tok. Pomoci pfedchoziho odhadu ukazeme, zZe jeden takovy krok nebude prili§ drahy.

Ptvodni sit, na hranédch jsou jejich kapacity v binadrnim zapisu

Ozna¢me k index nejvyssiho bitu v zapisu kapacit v zadané siti (k = |log, C']).
Postupné budeme budovat sité G; s kapacitami ¢;(e) = |c(e)/287]. Gp je nejofe-
zandj$i sit, kde kazda hrana mé kapacitu rovnou nejvyssimu bitu v bindrnim zapisu
jeji skutecné kapacity, az Gy je ptivodni sit G.

Sité Go, G1 a G2, jak vyjdou pro sit z pfedchoziho obrazku

Pritom pro kapacity v jednotlivych sitich plati:

© 2¢;(e), pokud (k —i— 1)-ty bit je 0,
C; e) =
i 2¢;(e) +1, pokud (k — i — 1)-tf bit je 1.

Na spoéteni maximalniho toku f; v siti G; zavoldme Dinictiv algoritmus, oviem
do zacatku nepouzijeme nulovy tok, nybrz tok 2f;_ ;1. Rozdil toku z inicializace a
vysledného bude maly, totiz:
Lemma: |f;| — [2fi—1] < m.
Diikaz: Vezmeme minimélni fez R v G;_1. Podle F-F véty vime, ze |f;_1| = |R|. Rez
R obsahuje < m hran, a tedy v G; ma tentyz fez kapacitu maximalné 2|R| + m.
Maximalni tok je omezen kazdym fezem, tedy i fezem R, a proto tok vzroste nejvyse
om. V)

Podle pfedchoziho odhadu pro celo¢iselné kapacity vypocet toku f; trva O(mn).
Takovy tok se bude poéitat k-krat, procez celkova slozitost vyjde O(mnlog C).
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Algoritmus t¥i Indu

Prekvapeni na konec: Dinicuv algoritmus lze pomérné snadno zrychlit i ve zce-
la obecném pripadé. Malhotra, Kumar a Maheshwari vymysleli efektivnéjsi algo-
ritmus [2] na hledani blokujiciho toku ve vrstevnaté siti, ktery bézi v case O(n?) a
pouzijeme-li ho v Dinicové algoritmu, zrychlime hleddni maximélniho toku na O(n?).
Tento algoritmus vesel do déjin pod nazvem Metoda tii Indd.

M¢jme tedy néjakou vrstevnatou sif. Zacneme s nulovym tokem a budeme
ho postupné zlepsovat. Priibézné si budeme udrzovat rezervy hran r(e)'® a také
nasledujici rezervy vrcholi:

Definice: " (v) je soudet rezerv vSech hran vstupujicich do v, r~(v) soudet rezerv
hran vystupujicich z v a kone¢né r(v) := min(r*(v),r™ (v)).

V kazdé iteraci algoritmu nalezneme vrchol s nejnizsim r(v) a zvétsime tok tak,
aby se tato rezerva vynulovala. Za timto G¢elem nejdiive pfepravime r(v) jednotek
toku ze zdroje do v: u kazdého vrcholu w si budeme pamatovat pldn p(w), coz bude
mnozstvi tekutiny, které potrebujeme dostat ze zdroje do w. Nejdfive budou pla-
ny vSude nulové az na p(v) = r(v). Pak budeme postupovat po vrstvich smérem
ke zdroji a plany vSech vrchold splnime tak, Ze je pfevedeme na plany vrchold v na-
sledujici vrstvé, az doputujeme ke zdroji, jehoz plan je splnén trividlné. Nakonec
analogickym zptisobem protlac¢ime r(v) jednotek z v do spotfebice.

Bé&hem vypodétu pritbézné prepodéitdvame viechna rT, r~ a r podle toho, jak se
méni rezervy jednotlivych hran (pfi kazdé Gpraveé rezervy to zvladneme v konstant-
nim case) a sit ¢istime stejné jako u Dinicova algoritmu.

Algoritmus: (hledani blokujiciho toku ve vrstevnaté siti podle tii Indi)

1. fp < prazdny tok.

2. Spo¢itame rezervy vsech hran a r*, r~ a r vSech vrcholt. (Tyto hod-
noty budeme posléze udrzovat p¥i kazdé zméné toku po hrané.)

3. Dokud v siti existuji vrcholy s nenulovou rezervou, vezmeme vrchol v
s nejmensim r(v) a provedeme pro néj: (vnéjsi cyklus)

4. Pievedeme r(v) jednotek toku z s do v nasledovné:

5. Polozime p(v) < r(v), p(-) = 0.

6. Prochéazime vrcholy sité po vrstvach od v smérem k s. Pro
kazdy vrchol w provedeme:

7. Dokud p(w) > 0:

8. Vezmeme libovolnou hranu uw a tok po ni zvysime

0 ¢ = min(r(uw), p(w)). Tim se p(w) snizi o ¢ a p(u)
zZvysi o 4.

9. Pokud se hrana uw nasytila, odstranime ji ze sité a
sit docistime.
10. Analogicky pfevedeme 7(v) jednotek z v do t.

(6) pocitame pouze rezervu ve sméru hrany, nebof nam staci najit blokujici tok,
ne nutné maximalni
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Analyza: Nejprve si vSimneme, Ze cyklus v kroku 8 opravdu dokaze vynulovat p(w).
Soucet vSech p(w) pres kazdou vrstvu je totiz nejvyse roven r(v), takze specidlné
kazdé p(w) < r(v). Jenze r(v) jsme vybrali jako nejmensi, takze p(w) < r(v) <
r(w) < r*(w), a proto je planovany tok kudy p¥ivést. Proto se algoritmus zastavi a
vyda blokujici tok.

Zbyvéa odhadnout casovou slozitost: Kdyz oddélime prevadéni plant po hra-
nach (kroky 7-9), zbytek jedné iterace vnéjsiho cyklu trvd O(n) a téchto iteraci je
nejvyse n. VSechna prevedeni planu si rozdélime na ta, kterymi se néjaka hrana na-
sytila, a ta, ktera skonéila vynulovanim p(w). Téch prvnich je O(m), protoZe kazdou
takovou hranu vzapéti odstranime a ¢isténi, jak uz vime, trva také linearné dlouho.
Druhy pripad nastane pro kazdy vrchol nejvyse jednou za iteraci. Dohromady tedy
trvaji véechna pievedeni O(n?), stejné jako zbytek algoritmu. V)

Piehled variant Dinicova algoritmu

varianta cas

standardni O(n?m)

jednotkové kapacity O(vm -m) = O(m>/'?)
jednotkové kapacity, 1 stupen <1 O(y/n-m)

jednotkové kapacity, prosty graf O(n?/3m)

celociselné kapacity O(f] - n+nm)
celociselné kapacity < C O(Cn? + mn)
celociselné kapacity < C' (skalovani) O(mnlogC)

t¥i Indové O(n?)
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