14. Transitivni uzavéry

V predchozi kapitole jsme se zabyvali algoritmy pro hledani nejkratsich cest
z daného pocatecniho vrcholu. Nyni se zamé¥ime na ptipady, kdy nas zajimaji vzda-
lenosti, pfipadné pouha dosazitelnost, mezi vSemi dvojicemi vrcholu.

Vystupem takového algoritmu bude matice vzddlenosti (pfipadné matice dosa-
Zitelnosti). Na ni se také muzeme divat jako na transitivni uzdvér zadaného grafu —
to je graf na téZe mnoziné vrcholt, jehoz hrany odpovidaji nejkrat$im cestam v grafu
ptvodnim.

Jeden zptsob, jak transitivni uzavér spocitat, se ihned nabizi: postupné spustit
Dijkstriiv algoritmus pro vSechny mozné volby pocatecniho vrcholu, pfipadné se pied
tim jesté zbavit zapornych hran pomoci potenciali. Tak dosdhneme ¢asové slozitosti
O(mn +n?logn). To je pro ¥idké grafy nejlepsi zndmy vysledek — jen O(logn)-krat
pomalejsi, nez je velikost vystupu.

Je-li graf husty, pracuji obvykle rychleji algoritmy zalozené na maticich, zejmé-
na na jejich nasobeni. Nékolik algoritmi tohoto druhu si nyni pfedvedeme, a to jak
pro vypocet vzdalenosti, tak pro dosazitelnost.

Graf na vstupu bude vzdy zadan matici délek hran — to je matice n x n, jejiz
fadky i sloupce jsou indexované vrcholy a na pozici (4, j) se nachézi délka hrany ij;
ptripadné chybéjici hrany doplnime s délkou +oo.

Floyduv-Warshalluv algoritmus

Zacnéme algoritmem, ktery nezavisle na sobé objevili Floyd a Warshall. Fun-
guje pro libovolny orientovany graf bez zapornych cykla.

Oznacme ij délku nejkratsi cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j pfes vrcholy 1
az k (tim myslime, Ze v8echny vnitini vrcholy cesty lezi v mnoziné {1, ..., k}). Jako
obvykle polozime ij = +o00, pokud zaddna takova cesta neexistuje. Pak plati:

DY = délka hrany ij,
D! = hledand vzdalenost z i do j,

Dy; = min(D};t, DIt + Dy h).

Prvni dvé rovnosti plynou primo z definice. Tteti rovnost dostaneme rozdélenim cest
z i do j pfes 1 az k na ty, které se vrcholu k vyhnou (a jsou tedy cestami pies 1
az k — 1), a ty, které ho pouziji — kaZdou takovou miZzeme slozit z cesty z ¢ do k a
cesty z k do j, oboji ptes 1 az k — 1.

Zbyva vytesit jednu malickost: slozenim cesty z ¢ do k s cestou z k£ do j ne-
musi nutné vzniknout cesta, protoze se néjaky vrchol mize opakovat. V grafech bez
zapornych cykl nicméné takovy sled nemize byt kratsi nez nejkratsi cesta, takze
tim faleSné feSeni nevyrobime. (Pfesnéji: ze sledu iavSkyvdj, kde v € 3, v, miZzeme
vypusténim ¢asti v8kyv nezaporné délky ziskat sled z i do j pres 1 az k — 1, jehoz
délka nemitZe byt mensf nez D} ')
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Samotny algoritmus postupné pocita matice D°, D!, ..., D" podle uvedeného
predpisu:

1. DY + matice délek hran.
2.Prok=1,...,n
3. Proi,j=1,...,n:

. k—1 k-1 k—1
4. ij < min(D;; ", Dy + D).
5. Matice vzdalenosti < D™.

Casova slozitost tohoto algoritmu ¢ini ©(n?). Kubickou prostorovou slozitost
muzeme snadno snizit na kvadratickou: Bud si uvédomime, Ze v kazdém okamziku
potifebujeme jen aktualni matici D* a predchozi D*~'. Anebo nahlédneme, Ze mi-
zeme D*~! na D* prepisovat na misté. U hodnot D;;, a Dy je totiz podle definice
stara i nova hodnota stejna. Algoritmu tedy staci jediné pole velikosti n x n, které
na pocatku vypoctu obsahuje vstup a na konci vystup.

Regularni vyrazy

Predchozi algoritmus lze zajimavé zobecnit, totiz tak, aby pro kazdou dvojici
vrcholti sestrojil vhodnou reprezentaci mnoziny vsech sledti vedoucich mezi nimi.
Tato reprezentace bude velice podobné regularnim vyrazim znamym z UNIXu a
7z teorie automatti. Budeme pripoustét orientované multigrafy se smyckami a nasob-
nymi hranami.

Definice: Svazek je mnozina sledi, které maji spoleény pocatecni a koncovy vrchol.
Typem svazku nazveme uspofadanou dvojici téchto vrchold. Misto ,svazek typu
(u,v)* budeme obvykle fikat prosté uv-svazek.

Trividlnimi p¥ipady svazkii jsou prdzdnd mnozina ), samotnd hrana uv a pro

u = v také sled €, nulové délky. Svazky muzeme kombinovat témito operacemi:

e AU B — sjednoceni dvou svazku téhoz typu,

e AB nebo A - B — zfetézeni uv-svazku A s vw-svazkem B: vysledkem je
uw-svazek obsahujici vSechna spojeni sledu z A se sledem z B,

e A* — jterace uu-svazku: vysledkem je uu-svazek e UAU AAU AAAU...
(tedy vSechna moZna spojeni koneéné mnoha sledt z A).

Ve vyrazu definujicim A* jsme vyuzili, Ze operace sjednoceni a zfetézeni jsou asocia-
tivni, takZe je nemusime zavorkovat. Navic sjednoceni mé ve vyrazech nizsi prioritu
nez zietézeni.

Svazky budeme obvykle reprezentovat sledovymi vyrazy, coz jsou vyrazy konecné
délky sestavajici z trividlnich svazkt a vyse uvedenych operaci.

Pozorovani: Sledy muzeme reprezentovat fetézci nad abecedou, jejiz symboly jsou
identifikatory hran. Sledové vyrazy pak odpovidaji reguldrnim vyraziim nad touto
abecedou.

Ukézeme, jak pro vSechny dvojice vrcholi 7, j sestrojit sledovy vyraz R;; popi-
sujici svazek vSech sledii z ¢ do j. Podobné jako u Floydova-Warshallova algoritmu
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zavedeme Rfj

coby vyraz popisujici sledy z ¢ do j pfes 1 az k a nahlédneme, Ze plati:
0 mnozina vSech hran z ¢ do j pokud i # j
R’i . = v o . . .
J €; U vSechny smycky v i pokud i = j

R} = hledané R;j,
Rfj = Rfj_l U Rfk_l(Rllzgl)*RllzJ_l'

Prvn{ dvé rovnosti opét plynou p¥imo z definice (mnozinu vSech hran zapiseme bud
jako prézdnou nebo ji vytvoiime sjednocovénim z jednoprvkovych mnozin). Tteti
rovnost vychdzi z toho, Ze kazdy sled z 7 do j bud neobsahuje k, nebo ho miizeme
rozdélit na Casti mezi jednotlivymi navstévami vrcholu k.

Algoritmus tedy bude postupné budovat matice R®, R!,..., R" podle téchto
pravidel. Provedeme pii tom ©(n3) operaci, oviem s vyrazy, jejichz délka mtize byt
az fadové 4™. Radéji nez jako retézce je proto budeme ukladat v podobé acyklickych
orientovanych graft: vrcholy budou operace, hrany je budou pfipojovat k operan-
ddm.

K pfimému pouziti se takovy exponencialné dlouhy vyraz hodi malokdy, ale
mize ndm pomoci odpovidat na rizné otazky tykajici se sledit s danymi koncovymi
vrcholy. Mame-li néjakou funkci f ohodnocujici mnoziny sledt kédované sledovymi
vyrazy, sta¢i umét vyhodnotit:

e vysledek pro trividlni vyrazy f(0), f(¢) a f(e) pro hranu e,
® hodnoty f(aUpB), f(aB) a f(a*), znadme-li jiz f(a) a f(B).
Pro vypodet viech f(R;;) ndm pak sta¢i ©(n?®) vyhodnoceni funkce f.

Poznamka pro ctitele algebry: Vyse uvedena konstrukce neni nic jiného, neZ popis

homomorfismu f z algebry (S,0,£1,...,en,€1,---,€m, U, ,*) nad mnozinou S viech
svazkil do né&jaké algebry (X,0,c¢1,...,¢n,h1,. .., hm, ®,®,®), kde X je mnozina
v8ech ohodnoceni sledd, 0, ¢1,...,c, a hy,..., h,, jsou konstanty, ® a ® binarni ope-

race a ® unarni operace. Prubéh vypocétu upraveného algoritmu je pak homomorfnim
obrazem priibéhu vypoctu ptivodniho algoritmu pracujiciho pfimo se svazky.
Priklady:

Nejkratsi sled:
£0) = +oc
fle)=0
f(e) =£(e) (délka hrany e)

= min(f(e), f(8))

«_ |0 pro f(a) >0
fla _{oo pro f(a) <0

(Pokud pfedpoklddame, ze v grafu nejsou zaporné cykly, je f(a*) vzdy nulové a
dostaneme pfesné Floydtv-Warshalltiv algoritmus.)
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f)=o0
fle) =00
f(e) =w(e) (sifka hrany e)
f(aU B) = max(f(a), f(B))
f(aB) = min(f(e), f(B))
fla®) =00

Prevod konecného automatu na requldrni vyraz: Vrcholy multigrafu budou odpovidat
staviim automatu, hrany moznym prechodim mezi stavy. Kazdou hranu ohodnotime
symbolem abecedy, po jehoz precteni automat prechod provede. Funkce f pak prifadi
uv-svazku 1) regularni vyraz popisujici mnozinu vsech fetézci, po jejichz precteni
automat pfejde ze stavu u do stavu v po pfechodech z mnoziny . Vyhodnocovéni
funkce f odpovida pfimocarym operacim s fetézci.

Nasobeni matic

Resime-1i grafové problémy pomoci matic, nabizi se pouzit znamé subkubické
algoritmy pro linearné algebraické ulohy. Ty jsou obvykle zaloZeny na efektivnim
nasobeni matic — dvé matice n X n mizeme vynasobit v Case:

e O(n?) podle definice,

e O(n?8%) Strassenovym algoritmem [6],

e O(n?376) algoritmem Coppersmithe a Winograda [3],
® O(n%373) algoritmem Williamsové [7].

Obecné piijimana hypotéza fikd, Ze pro kazdé w > 2 existuje algoritmus néso-
bici matice se slozitosti O(n®“). Jediny znamy dolni odhad je pfitom 2(n?logn) pro
aritmetické obvody s omezenou velikosti konstant [4]. BliZze se o tomto fascinujicim
tématu muzete doéist v Szegedyho ¢lanku [2].

Predpoklddejme tedy, Ze umime nésobit matice v ¢ase O(n*) pro néjaké w < 3.

Co se stane, kdyz mocnime matici sousednosti A grafu? V matici A* se na
pozici i, j nachazi pocet sledtt délky k, které vedou z vrcholu ¢ do vrcholu j. (Snadny
ditikaz indukei vynechavame.) Pro libovolné k& > n — 1 jsou tedy v (A + E)* (kde E
znad¢i jednotkovou matici; doplnili jsme tedy do grafu smycky) nenuly pfesné tam,
kde z i do j vede cesta.

To nam dévé jednoduchy algoritmus pro vypocet matice dosazitelnosti R (R;;
je 1 nebo 0 podle toho, zda z i do j vede cesta). Do matice A doplnime na diagonédlu
jednicky a poté ji [log, n|-krat umocnime na druhou. Abychom se vyhnuli velkym
¢islim, nahradime po kazdém umocnéni nenuly jednickami. Celkem tedy provedeme
O(logn) nasobeni matic, coz trvd O(n* logn).

Na tento postup se mizeme divat i obecnéji:
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Definice: (&, ®)-soudin matic A, B € X"*" kde & a ® jsou dvé asociativni bindrni
operace na mnoziné X, je matice C' takova, Ze

Cij = @Aik ® B.
k=1

Klasické nasobeni matic je tedy (4, -)-soudin.

Pozorovani: Pokud A a B jsou matice svazki (A;; a B;; jsou ij-svazky) a C jejich
(U, -)-soucin, pak C;; je svazek vSech sledd vzniklych spojenim né&jakého sledu z A
zacinajictho v ¢ a néjakého sledu z B konciciho v j.

Podobné jako v pfedchozi sekci si tedy muzeme pofidit funkci f pfifazujici
svazkim hodnoty z néjaké mnoziny X a operace @ a ® na X, pro néz plati f(aUp) =
fl@af(B)a f(aB) = f(a)® f(B). Pak staci vzit matici popisujici ohodnoceni vech
sledtt délky 0 nebo 1 (to je obdoba matice sousednosti), a provést O(logn) (&, ®)-
soucinit k tomu, abychom znali ohodnoceni svazkid sledi délky pravé k pro néjaké
k> n.

S (V, A)-soudiny a matici sousednosti s jednickami na diagondle ziskdme algorit-
mus pro vypocet dosazitelnosti. Kazdy soucin pritom mizeme provést jako obycejné
nasobeni matic nasledované pfepsanim nenul na jednicky, takze cely vypocet bézi
v ¢ase O(n* logn).

Podobné miizeme pocitat i matici vzdalenosti: zaCneme s matici délek hran
doplnénou o nuly na diagonéle a pouZijeme (min, +)-souéiny. Tyto souciny ale bo-
huzel neumime prevést na klasické nasobeni matic. Pfesto je znamo nékolik algo-
ritmit efektivngjsich nez ©(n?), byt pouze o malo: napifklad Zwickiv [9] v Case
O(n3y/loglogn/logn) (zalozeny na dekompozici a piedpoéitani malych bloki) ne-
bo Chantiv [1] v O(n?®/logn) (pouzivajici geometrické techniky). Abychom porazili
Floydav-Warshalliv algoritmus, potfebovali bychom ovSem vétsi nez logaritmické
zrychleni, protoze soucint potfebujeme vypocitat logaritmicky mnoho.

Dodejme jesté, ze pro grafy ohodnocené malymi celymi Cisly je mozné vyuzit
celou fadu dalsich trikt. Zajemce o tento druh algoritm® odkazujeme na Zwicktv
¢lanek [8].

Rozdél a panuj

Pfedchozi pfevod je ovéem trochu marnotratny. Sikovnym pouZitim metody
Rozdél a panuj miizeme casovou slozitost jesté snizit. Postup predvedeme pro do-
sazitelnost: na vstupu tedy dostaneme matici sousednosti A, vystupem mé byt jeji
transitivni uzévér A* (matice dosazitelnosti). VSechny souciny matic v tomto oddilu
budou typu (V,A).

Vrcholy grafu rozdélime na dvé mnoziny X a Y pfiblizné stejné velikosti, bez
ijmy na obecnosti tak, aby matice A méla nasledujici blokovy tvar:

_(FP @
=& §).
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kde podmatice P popisuje hrany z X do X, podmatice @ hrany z X do Y, atd.

Véta: Pokud matici A* zapiSeme rovnéz v blokovém tvaru:
« (T J
vk 1)

I=(PVQS*R)",
J =1QS",

K = S*RI,

L =S*VS*RIQS".

bude platit:

Dikaz: Jednotlivé rovnosti muZzeme ¢ist takto:

I: Sled z X do X vznikne opakovanim ¢asti, z nichz kazd4 je budto hrana
uvnit¥ X nebo pfechod po hrané z X do Y nasledovany sledem uvniti Y
a pfechodem zpét do X.
J: Sled z X do Y muzeme rozdélit v misté, kdy naposledy prechazi po hrané
z X do Y. Prvni ¢ast pritom bude sled z X do X, druha sled uvnity Y.
: Se sledem z Y do X nalozime symetricky.
: Sled z Y do Y vede budto cely uvnit¥ Y, nebo ho miizeme rozdélit na prv-
nim ptrechodu z Y do X a poslednim piechodu z X do Y. Cést pfed prvnim
prechodem povede celd uvniti Y, ¢ast mezi pfechody bude tvotit sled z X
do X a konecné ¢ast za poslednim prechodem ziistane opét uvnitt Y. Q

= =X

Algoritmus: Vypocet matice A* provedeme podle predchozi véty. Spocitame 2 tran-
zitivni uzdvéry matic poloviéni velikosti rekurzivnim volanim, dale pak O(1) (V, A)-
soudini a O(1) souctd matic.

Casov4 slozitost t(n) tohoto algoritmu bude spliiovat nasledujici rekurenci:
t(1) = 0(1), t(n) =2t(n/2)+O(1)- u(n/2) +O(n?),

kde u(k) znadi ¢as potfebny na jeden (V, A)-soudin matic k x k. Jelikoz jisté plati
wu(n/2) = Q(n?), ma tato rekurence podle kuchaikové véty feseni t(n) = u(n).

Ukazali jsme tedy, Ze vypocet matice dosazitelnosti je nejvyse stejné naroc-
ny jako (V, A)-ndsoben{ matic — miizeme ho proto provést v éase O(n*). Dokonce
existuje prfimocary prevod v opacném sméru, takze oba problémy jsou asymptoticky
stejné tézké.

Podobné nalézt matici vzdélenosti je stejné tézké jako (min, +)-soucin, takze
na to staéi ¢as O(n3/logn).

Seideluv algoritmus

Pro neorientované neohodnocené grafy miazeme dosahnout jesté lepsich vysled-
ki. Matici vzdélenosti 1ze spocitat v ¢ase O(n®logn) Seidelovym algoritmem [5].
Ten funguje nésledovné:
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Definice: Druhd mocnina grafu G je graf G? na téze mnoziné vrcholfi, v némz jsou
vrcholy i a j spojeny hranou praveé tehdy, existuje-li v G sled délky nejvyse 2 vedouci
z i do j.
Pozorovani: Matici sousednosti grafu G? ziskdme z matice sousednosti grafu G jed-
nim (V, A)-soudinem, tedy v ¢ase O(n*).

Seideltiv algoritmus bude postupovat rekurzivné: Sestroji graf G2, rekurzi spo-
&ita jeho matici vzdalenosti D’ a z ni pak rekonstruuje matici vzdalenosti D zada-
ného grafu. Rekurze konéi, pokud G? = G - tehdy je kazd4 komponenta souvislosti
zahu$téna na uplny graf, takZe matice vzdalenosti je rovna matici sousednosti.

Zbyvé ukézat, jak z matice D’ spoc¢itat matici D. Zvolme pevné i a zaméime
se na funkce d(v) = D, a d'(v) = D,,. Jisté plati d'(v) = [d(v)/2], prodez d(v) je
bud rovno 2d’'(v) nebo o 1 nizsi. Naudime se rozpoznat, jestli d(v) mé byt sudé nebo
liché, a z toho vzdy pozname, jestli je potfeba jednicku odedist.

Jak vypada funkce d na sousedech vrcholu v # i? Pro alespon jednoho souseda u
je d(u) = d(v) — 1 (to plati pro sousedy, ktefi lezi na nékteré z nejkratsich cest z v
do ). Pro vSechny ostatni sousedy je d(u) = d(v) nebo d(u) = d(v) + 1.

Pokud je d(v) sudé, vyjde pro sousedy lezici na nejkratsich cestdch d'(u) =
d'(v) a pro ostatni sousedy d'(u) > d’'(v), takze primér z d'(u) pfes sousedy je
alesponi d'(v). Je-li naopak d(v) liché, musi byt pro sousedy na nejkratsich cestach
d'(u) < d(v) a pro v8echny ostatni d’(u) = d(v), takze primeér klesne pod d'(v).

Priméry pres sousedy pritom miizeme spocitat nasobenim matic: vynasobime
matici vzdalenosti D’ matici sousednosti grafu G. Na pozici 7,j se objevi soucet
hodnot D/, pfes vSechny sousedy k vrcholu j. Ten sta¢i vydélit stupném vrcholu j
a hledany primeér je na svété.

Po provedeni jednoho nésobeni matic tedy dovedeme pro kazdou dvojici vrcholt
v konstantnim Case spoéitat D;; z D;;. Jedna tiroven rekurze proto trva O(n®)
a jelikoz pramér grafu pokazdé klesne alesponn dvakrat, je urovni O(logn) a cely
algoritmus dobé&hne ve slibeném ¢ase O(n“ logn).

Literatura

[1] T. Chan. All-Pairs Shortest Paths with Real Weights in O(n3/logn) Time.
Algorithmica, 50(2):236-243, February 2008.

[2] H. Cohn, R. Kleinberg, B. Szegedy, and C. Umans. Group-theoretic Algorithms
for Matrix Multiplication. Foundations of Computer Science, Annual IEEE Sym-
posium on, pages 379-388, 2005.

[3] D. Coppersmith and S. Winograd. Matrix multiplication via arithmetic progres-
sions. Journal of symbolic computation, 9(3):251-280, 1990.

[4] Raz, R. On the complexity of matrix product. In STOC ’02: Proceedings of the
34th annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 144-151, 2002.

[5] R. Seidel. On the all-pairs-shortest-path problem. In Proceedings of the twenty-
fourth annual ACM symposium on Theory of computing, pages 745-749. ACM,
1992.

7 2017-06-20



[6] V. Strassen. Gaussian elimination is not optimal. Numerische Mathematik,
13(4):354-356, 1969.

[7] Williams, V. V. Multiplying matrices faster than Coppersmith-Winograd. In
STOC ’12: Proceedings of the 44th annual ACM Symposium on Theory of Com-
puting, pages 887-898, 2012.

[8] U. Zwick. All pairs shortest paths using bridging sets and rectangular matrix
multiplication. Journal of the ACM (JACM), 49(3):289-317, 2002.

[9] U. Zwick. A Slightly Improved Sub-Cubic Algorithm for the All Pairs Shortest

Paths Problem with Real Edge Lengths. Algorithmica, 46(2):181-192, October
2006.

8 2017-06-20



