11. Kresleni grafu do roviny

Rovinné grafy se objevuji v nejriznéjsich praktickych aplikacich teorie grafi,
a tak okolo nich vyrostlo zna¢né mnozstvi algoritmt. I kdyz existuji vyjimky, jako
napiiklad jiz zminéné hledani kostry rovinného grafu, vétSina takovych algoritmu
pracuje s konkrétnim vnofenim grafu do roviny (rovinnym nakreslenim).

Proto se zaméfime na algoritmus, ktery zadany graf budto vnoii do roviny,
nebo se zastavi s tim, Ze graf neni{ rovinny. Tarjan jiz v roce 1974 ukézal [3], Ze je to
mozné provést v linearnim case, ale jeho algoritmus je ponékud komplikovany. Od té
doby se objevilo mnoho zjednoduseni, prozatim vrcholicich algoritmem Boyera a
Myrvoldové [1], a ten zde ukaZeme.

Zminme jesté, ze existuji i algoritmy, které vytvareji rovinnd nakresleni s riiz-
nymi specidlnimi vlastnostmi. Je to napiiklad Schnydertv algoritmus [4] generujici
v linearnim case nakresleni, v némz jsou hrany tseckami a vrcholy lezi v miizovych
bodech m¥izky (n—2) x (n—2), a o néco jednodussi algoritmus Chrobaka a Payneho
[2] kreslici do miizky (2n—4)x (n—2). Oba ovSem pracuji tak, Ze vyjdou z obyéejného
rovinného nakresleni a upravuji ho, aby splnovalo dodateéné podminky.

DFS a bloky

Pfipomerime si nejprve nékteré vlastnosti prohledavani do hloubky (DFS) a
jeho pouziti k hleddni komponent vrcholové 2-souvislosti (bloki).

Definice: Prohledavani orientovaného grafu do hloubky rozdéli hrany do ¢tyf druhi:

® stromové — po nich DFS proslo a rekurzivné se zavolalo; tyto hrany vy-
tvareji DFS strom orientovany z kofene;

® zpétné — vedou do vrcholu, ktery lezi na cesté z kofene DFS stromu do
pravé prohledavaného vrcholu; jinymi slovy vedou do vrcholu, ktery se
pravé nachazi na zasobniku;

® dopredné — vedou do jiz zpracovaného vrcholu lezictho v DFS stromu pod
aktualnim vrcholem;

® pricné — zbyvajici hrany, které vedou do vrcholu jiz zpracovaného vrcholu
v jiném podstromu.

Pozorovani: Pokud DFS spustime na neorientovany graf a hranu, po niZz jsme uz
jednou prosli, v opa¢ném sméru ignorujeme, existuji pouze stromové a zpétné hrany.
DFS strom tvoii kostru grafu.

Nyni uz se zaméfime pouze na neorientované grafy ...

Lemma: Relace ,Hrany e a f leZi na spoletné kruznici* (znacime e ~ f) je ekvi-
valence. Jeji tfidy tvofi maximalni 2-souvislé podgrafy (bloky); ekvivalen¢ni t¥idy
s jedinou hranou (mosty) povaZzujeme za trividlni bloky. Vrchol v je artikulace pravé
tehdy, sousedi-li s nim hrany z vice blok.

Pokud spustime na graf DFS, je pfirozené testovat, do jakych bloku patii stro-
mové hrany sousedici s pravé prohledavanym vrcholem v: stromova hrana uv, po kte-
ré jsme do v pFisli, a hrany vw, az vwy, vedouci do podstromii 77 az Ty, (zpétné hrany
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jsou vzdy ekvivalentni s hranou wv). Pokud je uv ~ vw;, musi existovat cesta z pod-
stromu 7; do vrcholu u, kterd nepouzije pravé testované hrany. Takova cesta ale
miize podstrom opustit pouze zpétnou hranou (stromové je zakazand a dopiedné
ani piiéné neexistuji). Jinymi slovy wv ~ vw; pravé tehdy, kdyz existuje zpétna
hrana z podstromu T; do vrcholu uw nebo blize ke kofeni.

Pokud nékterd dvojice vw;, vw; neni ekvivalentni pfes hranu wv (nebo pokud
hrana uv ani neexistuje, coz se nam v koteni DF'S stromu miZe stat), lezi tyto hrany
v rtznych blocich, protoze T; a T; mohou byt spojeny jen pfes své kofeny (pficné
hrany neexistuji). Ze zp&tnych hran tedy ziskdme kompletni strukturu bloki.

Nyni si staci rozmyslet, jak existenci zpétnych hran testovat rychle. K tomu se
bude hodit:

Definice: Je-li v vrchol grafu, pak:

e Enter(v) udéva potadi, v némz DFS do vrcholu v vstoupilo.

e Ancestor(v) je nejmensi z Entert vrchold, do nichZ vede z v zpétna hrana,
nebo 400, pokud z v Zadné zpétna hrana nevede.

® LowPoint(v) je minimum z Ancestort vrcholt lezicich v podstromu pod v,
vcetné v samého.

Pozorovani: Enter, Ancestor i LowPoint v8ech vrcholl lze spoéitat béhem prohle-
davani, tedy také v linedrnim case.

Rozpoznévani blokt a artikulaci mtizeme shrnout do nasledujiciho lemmatu:

Lemma: Pokud v je vrchol grafu, u jeho otec a w jeho syn v DFS stromu, pak stromo-
vé hrany uv a vw lezi v tomtéz bloku (uv ~ vw) pravé tehdy, kdyz LowPoint(w) <
Enter(v), a v je artikulace pravé kdyz néktery z jeho syntt w mé LowPoint(w) >
Enter(v). Kofen DFS stromu je artikulace, pravé kdyZ ma vice nez jednoho syna.

Postup kresleni

Graf budeme kreslit v opa¢ném poradi oproti DFS, tj. od nejvétsich Entert
k nejmensim, a vzdy si budeme udrzovat blokovou strukturu jiz nakreslené c¢asti
grafu, uspotddanou podle DFS stromu — kazdy blok bude mit sviij kofen, s vyjimkou
nejvyssiho bloku je tento kofen soucasné artikulaci v nadiazeném bloku. Aby se ndm
tato situace snadno reprezentovala, artikulace naklonujeme a kazdy blok dostane
svou vlastni kopii artikulace.

Také budeme vyuzivat toho, ze nakresleni kazdého bloku, ktery neni most, je
ohraniceno kruznici, a mosty zdvojime, aby to pro né platilo také. Navic v libovolném
nakresleni mtizeme kterykoliv blok spolu se vSemi bloky lezicimi pod nim preklopit
podle kotfenové artikulace, aniz bychom porusili rovinnost.

Vsimnéme si, ze pokud vede z néjakého uz nakresleného vrcholu jesté nena-
kreslena hrana, lze pokracovat po nenakreslenych hranach az do kotene DFS stro-
mu. V8echny vrcholy, ke kterym jesté bude potieba néco pfipojit (takovym budeme
fikat externi a hrandm rovnéz; za chvili to nadefinujeme formalné), proto musi lezet
v téze sténé dosud nakresleného podgrafu a bez ijmy na obecnosti si vybereme, ze
to bude vnéjsi sténa.
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Zakladnim krokem algoritmu tedy bude rozsirit nakresleni o novy vrchol v a
o v8echny hrany vedouci z néj do jeho (jiz nakreslenych) DFS-nasledniki. Stromové
hrany pijdou nakreslit vzdy, pfiddme je jako trividlni bloky (2-cykly) a nejsou-li to
mosty, brzy se néjakou zpétnou hranou spoji s jinymi bloky. Zpétné hrany byly az
donedéavna externi, takze pridani jedné zpétné hrany nahradi cestu po okraji bloku
touto hranou (tim vytvofi novou sténu) a také muze slouéit nékolik blokt do jednoho,
jak je vidét z obrazki.

Pfed nakreslenim zpétnych hran ...

... po ném (¢tverecky jsou externi vrcholy)

u Am it, ze ¢ febny na tu raci je pfi ameérny ctu
Bude se nam hodit, Ze Cas potfebny na tuto operaci je pfimo érny poct
hran, které ubyly z vnéjsi stény, coz je amortizované konstanta.
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Mize se ndm ale také stat, ze zpétna hrana zakryje néjaky externi vrchol. Tehdy
musime nékteré bloky preklopit tak, aby externi vrcholy ztstaly venku. Potfebujeme
tedy datové struktury, pomoci nichz bude mozné preklapét efektivné a co vic, také
rychle poznavat, kdy je preklapéni potiebné.

Externi vrcholy

Jestlize z né€jakého vrcholu v bloku B vede dosud nenakreslend hrana, musi
byt tento vrchol na vnéjsi sténé, takZze musi také zlistat na vnéjsi sténé i vrchol,
pres ktery je B pripojen ke zbytku grafu. Proto externost nadefinujeme tak, aby
pokryvala i tyto pfipady:

Definice: Vrchol w je externi, pokud budto z w vede zpétnd hrana do je$té nena-
kresleného vrcholu, nebo je pod w pripojen externi blok, ¢ili blok obsahujici alespon
jeden externi vrchol. Ostatnim vrcholiim budeme tikat interni.

Jinymi slovy plati, Ze vrchol w je externi pfi zpracovani vrcholu v, paklize
Ancestor(w) < Enter(v), nebo pokud pro nékterého ze syntt x leziciho v jiném bloku
je LowPoint(x) < Enter(v). Druhd podminka funguje diky tomu, Ze kofen bloku
mé v tomto bloku pravé jednoho syna (jinak by existovala pfi¢nd hrana, coz vime,
Ze neni pravda), takZe minimum z Ancestori vSech vrcholt lezicich uvnit¥ bloku
a v podrizenych blocich je pfesné LowPoint tohoto syna. Ve statickém grafu by se
v8echny testy redukovaly na LowPoint(w), ndm se ovSem blokova struktura priibé&zné
méni, takZze musime uvazovat bloky v soucasném okamziku. Proto si zavedeme:

Definice: BlockList(w) je seznam vSech blokt pfipojenych v daném okamziku pod vr-
cholem w, reprezentovanych jejich kofeny (klony vrcholu w) a jedinymi syny kofent.
Tento seznam udrzujeme setfidény vzestupné podle LowPointt synt.

Lemma: Vrchol w je externi pfi zpracovani vrcholu v, pokud je budto Ancestor(w) <
Enter(v), nebo prvni prvek seznamu BlockList(w) mé LowPoint < Enter(v). Navic
seznamy BlockList lze udrzovat v amortizované konstantnim case.

Diikaz: Prvni ¢ast plyne pfimo z definic. VSechny seznamy na zacatku béhu algo-
ritmu sestrojime v linedrnim case prihradkovym tfidénim a kdykoliv slou¢ime blok
s nadfazenym blokem, odstranime ho ze seznamu v prislusné artikulaci. Q

Reprezentace bloku a preklapéni

Pro kazdy blok si potfebujeme pamatovat vrcholy, které lezi na hranici (nékteré
z nich jsou externi, ale to uz umime poznat) a bloky, které jsou pod nimi pfipoje-
né. Déle jesté vnitini strukturu bloku véetné uvnitf pfipojenych dalsich blokd, ale
jelikoz zadné vnitini vrcholy nejsou externi, vnitfek uz neovlivni dalsi vypocet a
potfebujeme jej pouze pro vypsani vystupu.

Pro nase tcely bude stacit zapamatovat si u kazdého bloku, jestli je oproti
nadfazenému bloku pieklopen. Tuto informaci zapiSeme do kofene bloku. Kazdy
vrchol na hranici bloku pak bude obsahovat dva ukazatele na sousedni vrcholy.
Neumime sice lokalné poznat, ktery ukazatel odpovida kterému sméru, ale kdyz se
néjakym smérem vydame, dokazeme ho dodrzet — staci si vzdy vybrat ten ukazatel,
ktery nas nezavede do pravé opusténého vrcholu.
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Kazdy vrchol si také bude pamatovat seznam svych sousedti, podle orientace
bloku budto v hodinkovém nebo opa¢ném poradi. Chceme-li pfidat hranu, potiebu-
jeme tedy znat absolutni orientaci, ale to ptijde snadno, jelikoz hrany pridavame jen
k vrcholim na hranici, poté co k nim po hranici dojdeme z kofene.

K preklopeni bloku vcetné vsech podrizenych blokd nam staci invertovat bit
v kofeni, pokud chceme preklopit jen tento blok, invertujeme bity i v kofenech vSech
podrizenych blokt, jez najdeme obchazenim hranice.

Na konci algoritmu spustime dodatecny priichod, ktery vSechny preklapéci bity
prenese ve sméru od kotfene k potomktim a urci tak absolutni orientaci vSech seznamu
sousedi i hranic.

Zivy podgraf

KdyzZ nakreslime novy vrchol v a z néj vedouci stromové hrany, musime obejit
kazdy podstrom, ve vhodném potadi nakreslit zpétné hrany do v a podle potifeby
preklopit bloky. V podstromu ovsem muze byt mnoho blokt, které zadnou pozornost
nevyzaduji a béh algoritmu by zbyte¢né brzdily. Proto si pred samotnym kreslenim
oznacime Zivou ¢ast grafu — to je ¢ast, kterou potifebujeme béhem kresleni navstivit;
zbytku grafu se budeme snazit vyhybat, aby nas nezdrzoval.

Definice: Vrchol w je Zivyg, pokud z né&j budto vede zpétnd hrana do pravé zpraco-
vavaného vrcholu v, nebo pokud pod nim je pfipojen zivy blok, tj. blok obsahujici
zivy vrchol.

Zivé vrcholy pfitom mohou byt i externi (pokud z nich vedou zpétné hrany jak
do vrcholu v, tak do je$té nenakreslenych vrcholtt). Pokud néjaky vrchol neni ani
Zivy, ani externi, budeme ho nazyvat pasivni.

Prfed prochazenim podstromua tedy nejprve probereme vSechny zpétné hrany
vedouci do v a oznacime zivé vrcholy. Pro kazdou zpétnou hranu potfebujeme ozivit
vrchol, z néjz hrana vede, dale artikulaci, pod niz je tento blok pfipojen, a dalsi
artikulace na cesté do v. Tedy pokazdé, kdyz vstoupime do bloku (né&jakym vrcho-
lem na vnéjsi sténé), potfebujeme nalézt kofen bloku. To udéldme tak, Ze zaéneme
obchazet vnéjsi sténu obéma sméry soucasné, az dojdeme v né€kterém sméru do ko-
fene. Navic si vSechny vrcholy, pfes néz jsme prosli, oznackujeme a pritadime k nim
rovnou ukazatel na kofen, tudiz po zadné ¢asti hranice neprojdeme vicekrat. (!

Vystupem této ¢asti algoritmu budou znacky u zivych vrcholi a u artikulaci
také seznamy podftizenych Zivych blokt. Tyto seznamy budeme udrzovat usporadané
tak, aby externi bloky nésledovaly po vSech internich. To ndm usnadni praci v hlavni
Casti algoritmu.

Lemma: Pro kazdy kofen trva znadeni zivych vrcholi ¢as O(k + £), kde k je pocet
kreslenych zpétnych hran a ¢ pocet hran, které zmizely z vnéjsi stény, ¢ili amortizo-
vané konstanta.

() Znac¢ky ani nebude potieba mazat, kdyZ si u nich poznamename, ktery vrchol
byl kofenem v okamziku, kdy jsme znacku vytvorili, a znacky patfici ke starym
kofenim budeme ignorovat, resp. prepisovat.
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Diikaz: Po zadné hrané neprojdeme vice nez jednou. Navic alespon polovina z téch,
po nichz jsme prosli, zmizi z vnéjsi stény, takze hledani kofenti bloku trvd O(¢). Pro
kazdou zpétnou hranu oznacime jeden vrchol jako Zivy a pak pokracujeme hledanim
kofenti, které jsme jiz zapoditali. Q@

Kresleni zpétnych hran

Nyni jiz mame vSe pripraveno — datové struktury, detekci externich vrcholtl a
oznacovani zivého podgrafu — a zbyva doplnit, jak algoritmus kresli zpétné hrany.
Jelikoz zpétné hrany vedouci do v nemohou zpusobit slouceni bloku lezicich pod v
(na to jsou potfeba zpétné hrany vedouci nékam nad v a ty je$té nekreslime), zpra-
covavame kazdy podstrom zvlast. Vzdy pfidame trividlni blok pro stromovou hranu,
pod néj ptipojime blokovou strukturu zatim nakreslené ¢asti podstromu a vydame
se po hranici této struktury nejdfive jednim a pak druhym smérem.

Oba prichody vypadaji nasledovné: Prochazime seznam vrchold na hranici
a pasivni vrcholy preskakujeme. Pokud objevime zivy vrchol, nakreslime vse, co
z néj vede, pripadné se zanofime do zivych blokt, které jsou pfipojeny pod timto
vrcholem. Pokud objevime externi vrchol (poté, co jsme ho pfipadné osetfili jako
7ivy), prochézeni zastavime, protoZe za externi vrchol jiz nemuiZeme po této strané
hranice nic pfipojit, aniz by se externi vrchol dostal dovniti nakresleni.

Pritom se fidime dvéma jednoduchymi pravidly:

Pravidlo #1: V kazdém zivém vrcholu zpracovavime nejdiive zpétné hrany do v,
pak podfizené zivé interni bloky a kone¢né podiizené zivé externi bloky. (K tomu se
nam hodi, Ze médme seznamy zivych podiizenych bloku setfidéné.)

Pravidlo #2: Pokud vstoupime do dal$itho bloku, vybereme si smér, ve kterém bu-
deme pokracovat, nasledovné: preferujeme smér k zivému internimu vrcholu, pokud
takovy neexistuje, pak k zivému externimu vrcholu. Pokud se tento smér 1isi od smé-
ru, ve kterém jsme zatim hranici obchéazeli, blok pfeklopime.

Casova slozitost této ¢asti algoritmu je linedrni ve velikosti zivého podgrafu az
na dvé vyjimky. Jednou je konec prohledévani od posledniho zivého vrcholu k bodu
zastaveni, druhou pak vybirani strany hranice pti vstupu do bloku. V obou miZeme
prochézet az linedrné mnoho pasivnich vrcholi. Pomtizeme si ovSem snadno: kdykoliv
projdeme souvisly tisek hranice tvofeny pasivnimi vrcholy, pfiddme pomocnou hranu,
ktera tento isek preklene. Mizeme ji dokonce pfidat do nakresleni a podrozdélit si
tak vnéjsi sténu.

Hotovy algoritmus

Algoritmus (kresleni do roviny):

1. Pokud mé graf vice nez 3n — 6 hran, odmitneme ho rovnou jako nero-
vinny.

2. Prohleddme graf G do hloubky, spo¢teme Enter, Ancestor a LowPoint
vSech vrcholi.

3. Vytvorime BlockList vsech vrchold prihradkovym tfidénim.

4. Prochéazime vrcholy v poradi klesajicich Enterti, pro kazdy vrchol v:
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5. Nakreslime vSechny stromové hrany z v jako trividlni bloky

(2-cykly).
6. Oznacime zivy podgraf.
7. Pro kazdého syna vrcholu v obchazime zivy podgraf nalezici k to-

muto vrcholu v obou smérech a kreslime zpétné hrany do v.
8. Zkontrolujeme, zda vSechny zpétné hrany vedouci do v byly na-
kresleny, a pokud ne, prohlasime graf za nerovinny a skoncime.
9. Projdeme hotové nakresleni do hloubky a zorientujeme seznamy sou-
sedd.

Véta: Tento algoritmus pro kazdy graf dobéhne v ¢ase O(n) a pokud byl graf rovinny,
vyda jeho nakresleni, v opa¢ném piipadé ohlasi nerovinnost.

Diikaz: Prvni krok je korektni, jelikoz pro vSechny rovinné grafy je m < 3n—6; nadale
tedy muzeme pfedpoklddat, ze m = O(n). Linedrni ¢asovou slozitost kroki 4-6 a 9
jsme jiz diskutovali, kroky 7-8 jsou linearni ve velikosti zivého podgrafu, a tedy
také O(n). Nakresleni vydané algoritmem je vzdy rovinné a vSechny stromové hrany
jsou vzdy nakresleny, zbyva tedy ukazat, Ze zpétnou hranu miiZzeme nenakreslit, jen
pokud graf nebyl rovinny. Tomu vénujeme zbytek kapitoly. V)

Dukaz korektnosti

Lemma: Pokud existuje zpétna hrana, kterou algoritmus nenakreslil, graf na vstupu
neni rovinny.

Diikaz: Pro spor predpokladejme, Ze po zpracovani vrcholu v existuje néjaka zpétna
hrana wv, kterou algoritmus nenakreslil. Tedy ptistup z v k w je v obou smérech
blokovan externimi vrcholy. Rozborem piipadi ukdzeme, Ze pokud jsme se dtisledné
ridili pravidly #1 a #2, mize se to stat pouze v nerovinném grafu.

Prekazejici blok. Uvazme posloupnost blokidl vedouci od vrcholu v k w. V této
posloupnosti se musi vyskytovat néjaky blok B, ktery mé na obou stranach hranice
aspon jeden externi vrchol — jinak bychom totiz bloky popreklapéli tak, abychom se
dostali az do w. Ozna¢me z externi vrchol na levé strané hranice bloku B, y ten na
pravé. Vrcholy z, y, v a w jsou zjevné navzajem ruzné.

Nadrazené bloky. Nejprve ukdzeme, ze kofenem bloku B musi byt pfimo vr-
chol v. Kdyby totiz mezi v a B lezely néjaké dalsi bloky, nasli bychom v grafu
minor M z nésledujiciho obrazku, ktery je isomorfni s grafem K3 3. Do vrcholu u
jsme zkontrahovali jesté nenakreslenou ¢ast grafu, do v vSechny bloky lezici nad B,
do x a y pFipadné podiizené externi bloky (diky nimz se x a y staly externimi) a
do w vSechny bloky lezici mezi B a w.

Blok B je tedy nejvyssi a pfimo obsahuje vrchol v. Této situaci odpovida mi-
nor N, ktery je ovSsem rovinny, takze na prokazani nerovinnosti grafu budeme muset
zkoumat vnitiek bloku.

Podrizenée bloky. Predtim ale rozebereme pfipad, kdy vrchol w nelezi pfimo
v bloku B, nybrz v néjakém podrizeném bloku, ktery je pfipojen pod néjakou arti-
kulaci w’ € B. Tento podfizeny blok pfitom nemutiZe byt externi: kdyby byl, najdeme
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v grafu minor P obsahujici K3 3. Tedy neni externi, takze vstoupime-li béhem ob-
chézeni do w’, pravidlo #2 zarudi, Ze dojdeme do w a diky pravidlu #1 vzapéti
nakreslime hranu wv. Tu jsme nenakreslili, takZe jsme nedosli ani do w’. MZeme
proto bez jmy na obecnosti predpokladat, ze hrana wv vede pfimo z bloku B.

Existence plotu. Stacéi se tedy omezit na situaci s jedinym blokem B, v némz
lezi vrcholy v, w, x i y. DokaZzeme nyni, Ze uvniti bloku existuje plot — cesta mezi x
a y, jejiz zbyvajici vrcholy nelezi na hranici bloku.

Predpokladejme pro spor, ze plot neexistuje. Pfed nakreslenim zpétnych hran
vedoucich do v jesté blok B neexistoval a jeho hrany patfily do né€kolika mensich
blokl. Speciadlné vime, ze w byla artikulace oddélujici x od vy, takze kazda cesta
mezi x a y musela prochazet pres w. Proto v poradi podle DFS musi lezet w ptfed
aspoil jednim z vrchold z a y. Bud = nebo y tedy predtim musel lezet v n&jakém
podfizeném bloku pod w. A z néjakého takového bloku také musela vést zpétnd
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hrana (tehdy jesté externi) do v, kterd pozdéji uzaviela blok B. K této hrané jsme
se museli béhem obchéazeni dostat, a to je mozné pouze pies w. Vrchol w tedy musel
byt navstiven a hrana wv nakreslena, coz je spor.

Nejuyssi plot. Plot tedy existuje. Zvolime mezi vSemi ploty ten nejvyssi, ¢ili
nejblizsi k v (rozmyslete si, Ze to je v rovinném nakresleni dobfe definované). Oznaé-
me p, vrchol, v némz se plot napojuje na levou cestu z v do w, a obdobné p, na
pravé cesté. Rozmyslime si, jak mutze situace vypadat.

A. Piedné zadny z vrcholil p, a p, nemuze byt bliz k v nez x a y. Pokud by bez
Gjmy na obecnosti p, lezel mezi v a z, nasli bychom v grafu minor N4 obsahujici
K3 3: cestu mezi y a py jsme zkontrahovali do y, cely plot jsme zkontrahovali do
hrany p.y, ostatni vrcholy jsou utvofeny stejné jako v predchozich minorech.

B. Déle ukézeme, Ze plot mtize byt pfipojen k v pouze pies p, a p,. V opacném
pripadé by se v grafu vyskytoval minor Np obsahujici K3 3: do x jsme zkontrahovali
cestu mezi x a p,, podobné do y cestu mezi y a p,.

C. Nakonec se presvédcéime, Ze na dolni cesté z x do y pres w nemiize lezet
zadny externi vrchol. To by totiz zptisobovalo minor N¢ isomorfni s K5: do w jsme
zkontrahovali cestu mezi externim vrcholem a w a také vSechny pripadné podfizené
bloky az k externi hrané.

Vnitrek bloku B. Nyni uvazujme, jak graf vypadal pfed nakreslenim vrcholu v.
I tehdy musel plot spole¢né s dolni cestou lezet v jednom bloku. Tento blok musel byt
z jedné strany pfipojeny nenakreslenymi hranami k v pfes p,, z druhé pfes p, (a diky
vlastnosti B nikudy jinudy). Rikejme tomuto bloku B’ a ozna¢me r1 € {p,,p,} jeho
koten a ry druhy z vrchold p,,p,.
Jelikoz jsme nakonec nakreslili zpétnou hranu uzavirajici blok B, museli jsme
nékdy dojit do r1. V tomto okamziku:
e Diky A: ry je pfedkem z nebo y (pfipadné je takovému vrcholu roven),
takze je nyni externi.
e Diky B: ptujdeme-li z r; po plotu, nejblizsi ,zajimavy“ vrchol bude rs.
e Diky C: zadny vrchol na dolni cesté neni externi.

Pfi vstupu do r; tedy plot vede k externimi vrcholu, zatimco dolni cesta k inter-
nimu. Podle pravidla #2 si algoritmus musi vybrat dolni cestu, kde ho nic nezastavi,
takze dojde az do w a nakresli zpétnou hranu wv. To je opét spor. Q

Poznamka: Podle tohoto ditkkazu bychom také mohli v linedrnim case v kazdém
nerovinném grafu nalézt Kuratowského podgraf, dokonce také v O(n), jelikoz kdyz
je m > 3n — 6, mizeme se omezit na libovolnych 3n — 5 hran, které urcité tvori
nerovinny podgraf.
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