1. Toky, fezy a Forduv-Fulkersontuv algoritmus

V této kapitole nadefinujeme toky v sitich, odvodime zakladni véty o nich a
také Fordtv-Fulkersontiv algoritmus pro hledani maximalniho toku. Také ukazeme,
jak na hledani maximéalniho toku pfevést problémy tykajici se fezt, separatord a
péarovani v bipartitnich grafech. Dalsi tokové algoritmy budou nésledovat v pristich
kapitolach.

Toky v sitich

Intuitivni pohled: sif je systém propojenych potrubi, ktery pfepravuje tekutinu
ze zdroje s (source) do spotiebice ¢ (target), pficemz tekutina se nikde mimo tato
dvé mista neztraci ani nevznika.

Definice:
e Sit je usporadand pétice (V| F, s,t,c), kde:

e (V, E) je orientovany graf,

® s cV zdroj,

e t € V spotrebi¢ neboli stok a

® ¢: F — R funkce udavajici nezadporné kapacity hran.

® Ohodnoceni hran je libovolna funkce f : E — R. Pro kazdé ohodnoceni
f muzeme definovat:

FFoy= Y fle), f~w= > fle), fAu)=fr@) —f (v)

e=(",v) e=(v,)

[co do vrcholu pfitece, co odtece a jaky je v ném prebytek].
® Tok je ohodnoceni f: E — R, pro které plati:

e Ve:0< f(e) <cle), (dodriuje kapacity)
oV #£s,t: fAv)=0. (Kirchhoffiv zdkon)

o Velikost toku: |f| = —f2(s).

® Rez (tokovy): mnoZina vrcholt C' C V takové, ze s € C, t ¢ C. Rez
muzeme také ztotoznit s mnozinami hran C~ = EN(C x C) [tém budeme
iikat hrany zleva dopraval] a Ct = E N (C x C) [hrany zprava doleval.

® Kapacita Tezu: |C| =Y .~ c(e) (bereme v tvahu jen hrany zleva dopra-
va).

o Tok pies ez FH(C) = S 10), 17(C) = Yoeo Fle)s FAC) =
fHC) = (0.

e Cirkulace je tok nulové velikosti, ¢ili f takové, ze f2(v) = 0 pro viechna v.

Zakladnim problémem, kterym se budeme zabyvat, je hledani mazimdilniho
toku (tedy toku nejvétsi mozné velikosti) a minimdiniho Tezu (fezu nejmensi mozné
kapacity).
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Véticka: V kazdé siti existuje maximalni tok a minimélni fez.

Diikaz: Existence miniméalniho fezu je trivialni, protoze fezl v kazdé siti je konec-
né mnoho; pro toky v sitich s realnymi kapacitami to ovSem neni samoziejmost a
je k tomu potieba trocha matematické analyzy (v prostoru vSech ohodnoceni hran
tvori toky kompaktni mnozinu, velikost toku je linearni funkce, a tedy i spojita, pro-
¢ez nabyva maxima). Pro racionalni kapacity dostaneme tuto véti¢ku jako diisledek
analyzy Fordova-Fulkersonova algoritmu. V)

Pozorovani: Kdybychom velikost toku definovali podle spotiebice, vyslo by totéz.
Plati totiz:
FA) + £2(1) ZfA =D fe)=fle)=0

(prvni rovnost plyne z Kirchhoffova zakona — vsechna ostatni f2(v) jsou nulova;
druhd pak z toho, Ze kazda hrana pfisp&je k jednomu f*(v) a k jednomu f~(v)).
Proto je |f| = —f2(s) = f2(?).

Stejné tak mizeme velikost toku zmérit na libovolném fezu:

Lemma: Pro kazdy fez C plati, ze |f| = — f2(C) < |C].

Diikaz: Prvni ¢ast indukei: kazdy fez mizeme ziskat postupnym pridavanim vrcholi
do trividlniho fezu {s} [¢ili pfesouvanim vrcholii zprava doleval, a to, jak ukéze
jednoduchy rozbor pifpadii, nezméni f2. Druh4 ¢ast: —f2(C) = f~(C) — fT(0) <
(@) <lcy.

Vime tedy, ze velikost kazdého toku lze omezit kapacitou libovolného fezu.
Kdybychom nasli tok a Tfez stejné velikosti, miuZeme si proto byt jisti, ze tok je
maximalni a fez minimalni. To se naAm opravdu povede, plati totiz nasledujici véta:
Véta (Ford, Fulkerson): V kazdé siti je velikost maximélniho toku rovna velikosti
minimélniho fezu.

Diikaz: Jednu nerovnost jsme dokéazali v pfedchozim lemmatu, druhd plyne z dua-
lity linedrniho programovani [max. tok a min. fez jsou navzijem dudlni tlohy], ale
k péknému kombinatorickému dikazu pujde opét pouzit Forduv-Fulkersoniav algo-
ritmus. @

Forduv-Fulkersoniv algoritmus

Nejprimocarejsi zptisob, jak bychom mohli hledat toky v sitich, je zacit s né-
jakym tokem (nulovy je po ruce vZdy) a postupné ho zlepSovat tak, Ze nalezneme
néjakou nenasycenou cestu a posleme po ni ,co pijde“. To bohuzel nefunguje, ale
muzeme tento postup trochu zobecnit a byt ochotni pouzivat nejen hrany, pro které
je f(e) < c(e), ale také hrany, po kterych néco tece v protisméru a my miizeme tok
v naSem sméru simulovat ode¢tenim od toku v protisméru. Trochu forméalnéji:
Definice:

® Rezerva hrany e = (v, w) pfi toku f se definuje jako 7(e) = (c(e) — f(e)) +

f(e'), kde ¢’ = (w, v). Pro ucely tohoto algoritmu budeme predpoklidat,

ze ke kazdé hrané existuje hrana opacné; pokud ne, dodefinujeme si ji a

dame ji nulovou kapacitu.
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® Zlepsujici cesta je orientovand cesta, jejiz vSechny hrany maji nenulovou
rezervu.

Algoritmus:

1. f < nulovy tok.

2. Dokud existuje zlepsujici cesta P z s do t:

3. € < min.ep r(e).

4. Zvétsime tok f podél P o € (kazdé hrané e € P zvétsime f(e),
pripadné zmensime f(e’), podle toho, co jde).

Analyza: Nejdiive si rozmysleme, Ze pro celoéiselné kapacity algoritmus vzdy dobéh-
ne: v kazdém kroku stoupne velikost toku o € > 1, coz mize nastat pouze konec¢né-
krat. Podobné pro racionalni kapacity: prenasobime-li vSechny kapacity jejich spo-
le¢nym jmenovatelem, dostaneme sit s celoéiselnymi kapacitami, na které se bude
algoritmus chovat identicky a jak jiz vime, skon¢i. Pro iracionalni kapacity obecné
dobéhnout nemusi, zkuste vymyslet protiptiklad.

Uvazme nyni situaci po zastaveni algoritmu. Funkce f je urcité tok, protoze jim
byla po celou dobu béhu algoritmu. Prozkoumejme ted mnozinu C vrcholt, do nichz
po zastaveni algoritmu vede zlepSujici cesta ze zdroje. Jisté s € C, t € C, takze
tato mnozina je fez. Navic pro kazdou hranu e € C~ musi byt f(e) = c(e) a pro
kazdou e’ € CT je f(e’) = 0, protoze jinak by rezerva hrany e nebyla nulova. TakZe
f7(C)=1Cla fH(C) =0, ¢ili |f| = |C].

Nasli jsme tedy k toku, ktery algoritmus vydal, fez stejné velikosti, a proto,
jak uz vime, je tok maximélni a fez minimalni. Tim jsme také dokazali Fordovu-
Fulkersonovu vétu'!) a existenci maximalniho toku. Navic algoritmus nikdy nevy-
tvari z celych cisel neceld, ¢imz ziskame:

Dusledek: Sif s celoédiselnymi kapacitami mé maximalni tok, ktery je celo¢iselny.
Casova slozitost F-F algoritmu mutiZe byt pro obecné sité a nesikovnou volbu zlep-
Sujicich cest obludné, ale jak dokazali Edmonds s Karpem, pokud budeme hledat
cesty prohleddvanim do $itky (coz je asi nejpfimocatejsi implementace), pobézi v ¢a-
se O(m?n). Pokud budou viechny kapacity jednotkové, snadno nahlédneme, Ze staci
O(nm). Edmondstv a Karpiv odhad nebudeme dokazovat, misto toho si v piisti
kapitole pfedvedeme efektivnéjsi algoritmus.

Rezy, separatory a k-souvislost
Teorie tok ndm rovnéZ poslouzi ke zkouméani nasobné souvislosti grafi.
Definice: Pro kazdy neorientovany graf G a libovolné jeho vrcholy s,t zavedeme:

® st-fez je mnozina hran F' takova, Ze v grafu G — F' jsou vrcholy s,t v riz-
nych komponentach souvislosti.

(1) Dokonce jsme ji dokézali i pro realné kapacity, protoze mtizeme algoritmus spus-
tit rovnou na maximalni tok misto nulového a on se ihned zastavi a vyda certifikujici
fez.
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® st-separdtor je mnozina vrchold W takova, ze s,t ¢ W a v grafu G — W
jsou vrcholy s, ¢ v ruznych komponentach souvislosti.

® Rez je mnoZina hran, ktera je xy-fezem pro néjakou dvojici vrcholl z, y.

® Separdtor je mnozina vrcholi, ktera je xy-separatorem pro néjakou dvojici
vrcholu z, y.

® G je hranové k-souvisly, pokud |V| > k a vSechny fezy v G maji alespoii k
hran.

e G je vrcholové k-souvisly, pokud |V| > k a vSechny separdtory v G maji
alespon k vrcholt.

Vsimnéte si, ze nesouvisly graf ma fez i separdtor nulové velikosti, takze vr-
cholova i hranova 1-souvislost splyvaji s oby¢ejnou souvislosti pro vSechny grafy
o alespon dvou vrcholech. Hranové 2-souvislé jsou pravé (netrividlni) grafy bez mos-
ti, vrcholové 2-souvislé jsou ty bez artikulaci.

Pro orientované grafy muzeme st-fezy a st-separatory definovat analogicky
(totiz, ze po odstranéni pfislu§né mnoziny hran & vrcholt neexistuje orientovand
cesta z s do t), globalni fezy a separatory ani vicendsobnd souvislost se obvykle
nedefinuji.

Poznamka: Minimdlni orientované st-fezy podle této definice a miniméalni tokové
fezy podle definice ze zac¢atku kapitoly splyvaji: kazdy tokovy fez C' odpovida st-
fezu stejné velikosti tvofenému hranami v C~; naopak pro minimdalni st-fez musi
byt mnozina vrchold dosazitelnych z s po odebrani fezu z grafu tokovym fezem, opét
stejné velikosti. [Velikost méfime souétem kapacit hran.] Dava tedy rozumny smysl
fikat obojimu stejné. Podobné se chovaji i neorientované grafy, pokud do ,,tokového*
fezu pocitdme hrany v obou smérech.

Analogii tokt je pak existence néjakého poc¢tu disjunktnich cest (vrcholové nebo
hranové) mezi vrcholy s a t. Analogii F-F véty pak budou zndmé Mengerovy véty:

Véta (Mengerova, lokalni hranova orientovana): Bud G orientovany graf a s, t néjaké
jeho vrcholy. Pak je velikost miniméalniho st-fezu rovna maximéalnimu poc¢tu hranové
disjunktnich st-cest.(?

Diikaz: 7 grafu sestrojime sit tak, Ze s bude zdroj, ¢ spotiebi¢ a vSem hrandm na-
stavime kapacitu na jednotku. Rezy v této siti odpovidaji feztim v piivodnim grafu.
Podobné kazdy systém hranové disjunktnich st-cest odpovida toku stejné velikosti
a naopak ke kazdému celoc¢iselnému toku dovedeme najit systém disjunktnich cest
(hladové tok rozkladdme na cesty a pribézné odstraiiujeme cirkulace, které objevi-
me). Pak pouzijeme F-F vétu. @

Véta (Mengerova, lokilni vrcholova orientovand): Bud G orientovany graf a s,t
néjaké jeho vrcholy takové, ze st ¢ FE. Pak je velikost miniméalniho st-separatoru
rovna maximalnimu poétu vrcholové disjunktnich st-cest.

) orientovanych cest z s do t
() Tim myslime cesty disjunktni az na krajni vrcholy.
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Diikaz: Podobné jako v ditkazu predchozi véty zkonstruujeme vhodnou sit. Tentokrat
ovsem rozdélime kazdy vrchol na vrcholy v+ a v~, vSechny hrany, které ptivodnd
vedly do v, pfepojime do v+, hrany vedouci z v povedou z v~ a pfiddme novou hranu
z v do v~. VSechny hrany budou mit jednotkové kapacity. Toky nyni odpovidaji
vrcholové disjunktnim cestam, fezy v siti separdtorim. Q

>ﬁ<% ;w v:

Rozdéleni vrcholu

Podobné dostaneme neorientované lokalni véty (neorientovanou hranu nahra-
dime orientovanymi v obou smérech) a z nich pak i globalni varianty popisujici
k-souvislost graft:

Véta (Mengerova, globalni hranova neorientovana): Neorientovany graf G je hranové
k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon k hranové
disjunktnich cest.

Véta (Mengerova, globdlni vrcholova neorientovand): Neorientovany graf G je vr-
cholové k-souvisly prave tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon k
vrcholové disjunktnich cest.

Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Jinym problémem, ktery lze snadno prevést na hledani maximélniho toku, je
nalezeni mazimdlniho pdrovdni v bipartitnim grafu, tedy mnoziny hran takové, ze
zddné dvé hrany nemaji spoleény vrchol. Maximalnim minime vzhledem k poctu
hran, nikoliv vzhledem k inkluzi.

Z bipartitniho grafu (A U B, E) sestrojime sit obsahujici vSechny pivodni vr-
choly a navic dva nové vrcholy s a t, dale pak vSechny ptvodni hrany orientované
z A do B, nové hrany z s do v8ech vrchola partity A a ze vSech vrchola partity B
do t. Kapacity vSech hran nastavime na jednicky:

Nyni si vSimneme, Ze parovani v puvodnim grafu odpovidaji celociselnym to-
kim v této siti a ze velikost toku je rovna velikosti parovani. Staci tedy nalézt
maximélni celo¢iselny tok (t¥eba F-F algoritmem) a do parovani umistit ty hrany,
po kterych néco tece.

Podobné mtizeme najit souvislost mezi fezy v této siti a vrcholovgmi pokrytimi
zadaného grafu — to jsou mnoziny vrcholu takové, Ze se dotykaji kazdé hrany. Tak
z F-F véty ziskame jinou standardni vétu:
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Véta (Konigova): V kazdém bipartitnim grafu je velikost maximélniho parovani rov-
na velikosti minimalniho vrcholového pokryti.

Dikaz: Pokud je W vrcholové pokryti, musi hrany vedouci mezi vrcholy této mnozi-
ny a zdrojem a spotiebiem tvorit stejné velky fez, protoze kazda st-cesta obsahuje
alespont jednu hranu bipartitniho grafu a ta je pokryta. Analogicky vezmeme-li li-
bovolny st-fez (ne nutné tokovy, stac¢i hranovy), miZeme ho bez zvétSeni upravit
na st-fez pouzivajici pouze hrany ze s a do t, kterému pifimocaie odpovida vrcholo-
vé pokryti stejné velikosti. Q

Nékteré algoritmy na hledani maximéalniho parovani vyuzivaji také volné stii-
davé cesty:

Definice: (Volnd) stiidava cesta v grafu G s parovanim M je cesta, kterd zacind i
kon¢i nesparovanym vrcholem a stfidaji se na ni hrany lezici v M s hranami mimo
parovani.

Vsimnéte si, Ze pro bipartitni grafy odpovidaji zlepsujici cesty v ptislusné siti
pravé volnym stiidavym cestam a zlepSeni toku podél cesty odpovida prexorovanim
parovani volnou stfidavou cestou. Forduv-Fulkersontv algoritmus tedy lze velice
snadno formulovat i v feci stfidavych cest.
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