11. cviceni z PaSti — 2022-04-26
Tahak

e Markovova nerovnost: P(X > a) <E(X)/a pro X >0, a > 0.
o Cebysevova nerovnost: P(|X — p| > ao) < 1/a? pro p = E(X), 0% = var(X).
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o Cernovova nerovnost: P(X > t) = P(X < —t) < e3.? pro X = X1,...,X,,
kde vSechna X; = +1 jsou n.n.v. a 02 = var(X).

o Centrdlni limitni véta: Pro X1, Xo, ... stejné rozdélené n.v. s konecnym p a o,
Y, = Ml plagi v, 4 @,

o Na pocitdni ®(z): https://t.1ly/JRQ2

Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Véty

1. Statistik chce odhadnout prumérnou vysku h (v metrech) lidi v néjaké populaci,
pomoci n nezavislych vzorku Xy, ..., X,,, které vybirdme uniformné ndhodné ze
v8ech moznych lidi. Pro odhad pouZije vybérovy prumér S, = (X1 + -+ X,,)/n.
Odhaduje, ze smérodatna odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n mé volit, aby smérodatnd odchylka S,, byla nejvyse 1cm?

(b) Pro jaké n zajist{ Cebysevova nerovnost, Ze pravdépodobnost, ze S,, se lisi od h
nejvyse o 5cm s pravdépodobnost{ alespon 99 %?

2. Oznaéme S = Ziozo (120). Oznaéme dale X = Zjﬂ‘i X;, kde X; je &1 s pravdé-
podobnost{ 1/2 a veli¢iny X7, ..., X, jsou nezavislé.
(a) Spocitejte P(X = k) pro kazdé k.
(b) Vyjédiete S pomoci pravdépodobnosti vhodného vyroku o X.
(c) Pouzijte CebySevovu nerovnost a CLV na odhad této pravdépodobnosti.
)

(d) Vy¢islete S vhodnym softwarem a srovnejte.

3. Pocitani obsahu kruhu ndhodnym samplovanim. Vygenerujeme ndhodny bod ve
¢tverci (obé soufadnice budou mit rozdéleni U(0,1)). Oznac¢ime X, indikdtor jevu
»i-ty bod lezi ve vepsaném kruhu“.

o Urcete E(X;), var(X;).

o Polozte S, = (X1 + -+ X,)/n. Urcete E(S,,) a var(Sy).

o Vsimnéte si, ze lze poéitat S, z S,—1, X, a n (nizsi ndroky na pamét).

e Pro jaké n cCekate, Zze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto?
Na dveé, tii, ...7



Podminéna hustota

4. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu

e? prol<z<y<oo,
flz,y) = 3
0 jinak.

(a) Urcete podminénou hustotu fxy.

(b) Urcete podminénou hustotu fy|x.

5. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus.
Jeho délku oznac¢ime Y. V ném opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek
zlomime, a délku levého kusu oznacime X.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. Mize vim pomoci podminéna hustota fx|y.
(b)

(c) Pomoci fx spoctéte E(X).

(d) Spoctéte E(X) pomoci vztahu X =Y - (X/Y).

Najdéte marginalni hustotu fx.

6. Metrovy klacek rozlomime na t¥i kusy jednim z niZe popsanych zpusobti. Pro
kazdy z nich spocitejte, jaka je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych t¥{ kust jde sestavit
trojahelnik. (Ndpovéda: napied si rozmyslete, kdy jsou tii kladnd ¢isla se souctem 1
stranami néjakého trojihelniku.)

(a) Vybereme uniformné ndhodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéZ udélame s kusem
klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s vétsim
kusem klacku.



