3. cviceni z PaSti — 2022-03-01
Nezavislé jevy

e Jevy A a B jsou nezavislé, pokud P(A N B) = P(A)P(B). To je totéz jako
P(A| B) = P(A) nebo P(B) =0.

o Jevy Ay, ..., Ay jsou nezévislé, pokud P(NierAs) = [, P(As), kdykoliv §) #
IC{1,...,n}.

1. Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezdvislé i A, B¢ a také A¢, B°.
2. Mohou byt dva jevy nezavislé a zaroven disjunktni?

3. Najdéte jevy A, B, C takové, Ze jsou po dvou nezivislé, ale P(AN BN C) #
P(A)P(B)P(C).

4. Najdéte jevy A, B, C takové, 7e P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), ale jevy nejsou
po dvou nezavislé.

Testovani vlastnosti

Motivace: Necht nékteré elementarni jevy maji urcitou vlastnost a mame k dis-
pozici test, ktery ji ne uplné spolehlivé odhaluje — prikladem miize byt tfeba vyskyt
nemoci v populaci a test na tuto nemoc. Uvazme jevy N = ,je nemocny“ a1l = ,test
vysel pozitivné“.

Predstavme si, ze test danému jedinci vysel pozitivné. To muze znamenat, ze
nemoc méa (pravy pozitivni vysledek), nebo Ze ji nemd, ale test se spletl (falesny
pozitivnd vysledek). Podobné pokud test vysel negativni, mize to byt vysledek pravy
negativnid nebo falesny negativni. (Anglicky true/false positive/negative.)

Pravdépodobnost pravého pozitivniho vysledku je zjevné P(N | T), falesného
pozitivntho P(N¢ | T'), podobné pravého negativniho P(N¢ | T¢) a faleSného nega-
tivntho P(N | T°). Pfitom zjevné P(N | T) =1 — P(N° | T) apod.

Pri vyrobé testu obvykle statisticky testujeme tispésnost testu na lidech, u kte-
rych vime, zda jsou nemocni. Tim ziskame opac¢né podminéné pravdépodobnosti
P(T | N) a P(T | N¢). Bayseova véta nam je umoziiuje obratit a spoéitat pravdé-
podobnosti z pfedchoziho odstavce:

P(A| B;)P(B;)
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P(T | N)P(N)
(T'| N)P(N)+ P(T' | N¢)P(N¢)

Jesté k terminologii: U testu se také mluvi o senzitivite a specificité. To prvni
je P(T|N) — jaky zlomek nemocnych se ndm podatilo identifikovat — to druhé pak
P(T°|N¢), tedy totéz pro zlomek zdravych.

Podobnou situaci najdeme i v kontextu vyhleddvani informaci: predstavte si tfeba
internetovy vyhledavac, kterému polozite dotaz. Nemocni jsou spravné odpovédi na
dotaz, pozitivné testovani jsou vysledky vyhledavace. Tentokrat se parametram rika



precision a recall. Precision je zlomek spravnych odpovédi mezi nalezenymi, tedy
P(N | T), ¢ili pravdépodobnost pravych pozitiv. Recall fikd, jaky zlomek spravnych
odpovédi jsme nasli — to je P(T | N), ¢li totéz, co senzitivita. At Zije jednotnost
terminologie ;)

Bayesova véta

5. Petr dostavd hodné emaili, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 %
spamu spravné oznadi, ale také 5 % fadnych email oznadi jako spam.

(a) Kolik procent emailii bude oznacéeno jako spamy?
olik procent fadnych emaill je mezi témi, co jsou oznacené jako spamy?
b) Kolik ¢ Fadnvch Ja temi . Soné iak o

(¢) Kolik procent spamu je mezi emaily, které testem prosly?

6. Koufovymi signaly prenasime binarni soubor. Je proto pomérné vysoka pravdé-
podobnost chyby u kazdého bitu: 0 se jako O pfenese jen s pravdépodobnosti 0.9,
1 jako 1 jen s pravdépodobnosti 0.8. Predpoklddejme (trochu neseri6zné), ze obsa-
hem souboru jsou ndhodné bity, které se prenasi nezavisle.

(a) Pokud jsme dostali signal 0, jaka je pravdépodobnost, ze byl opravdu vyslan?
(b) Dostali jsme zpréavu 0010. Jaké je pravdépodobnost, Ze byla opravdu vysldna?

(¢) Jak se vypocet zméni, pokud budeme pro kontrolu vysilat kazdy symbol t¥ikrat
(a pak vezmeme ¢astéjsi z téch t¥{ pokust)?

Ulohu si mizete zjednodusit predpokladem, ze 0 a 1 se maji stejnou pravdépodobnost
spravného prenosu.

K procviceni

7. Pro planovani vyletu do Krkonos pouzivame ceskou a polskou predpoved pocasi.
Kazda ndm d4 binarni vysledek hezky/osklivo a mé pravdépodobnost tspéchu p €
[0, 1]; obé pfedpovédi jsou nezévislé. Pouzivame je takto: pokud se shoduji, véfime
jim, pokud ne, hodime si korunou. Jaka je pravdépodobnost, Ze se rozhodneme
spravné?

8. Na chorobu C méame dva testy, A a B. Test A m& sensitivitu i specificitu p = 0.95.
Test B vzdy Fekne, Ze pacient je zdravy. Predpoklddejte, ze P(C) = 0.01.

(a) Spoctéte pro oba testy pravdépodobnost ispéchu (tj. spravné odpovédi), pou-
zijeme-li je na ndhodného pacienta. Co to fikd o uzitecnosti obou test?

(b) Pro jaké p je pravdépodobnost tspéchu obou testi stejna?

9. Ve volbéach hlasuji lidé pro dva kandidaty, A a B. P¥i odchodu z volebni mistnosti
jsou voli¢i ndhodné pozadéani o ucast v exit-poll. Pfedpokladejme, ze kdo odpovi,
odpovi popravdé koho volil, ale ne vsichni se zti¢astni. Oznacime-li £ mnozinu voli¢i,
ktefi se exit-pollu zidastni, tak predpoklddejme P(E | A) = 0.7 a P(E | A°) = 0.4.
Vysledky exit-pollu jsou 60 % pro A. Jaky je skuteény podil lidi, ktefi hlasovali
pro A?



