TeMno
Cili prochazka teoril mnozZin

(verze 1.1 z 2022-03-04)

0. Uvodem

Zakladem, na kterém stoji vétsina soucasné matematiky, je teorie mnozin. Je to
pomérné abstraktni teorie budovand axiomaticky — nikdo nam nefekne, co je to
mnoZina, pouze jak se mnoziny chovaji. Pojdme si vyzkouset, jak se takovd teorie
buduje a co se pomoci ni da, nebo naopak nedd dokazat. Postupné budeme pridavat
axiomy a sledovat, jak se sila teorie vyviji.

Pro znalce dodavame, Ze se az na drobné odchylky v notaci jednd o standardni
Zermelo-Friankelovu teorii mnozin, respektive jeji fragmenty.

1. Jazyk teorie mnozin

Teorii mnozin budujeme v logice. Pouzivame tyto druhy symboli:

e proménné pro mnoziny (kazdy objekt nasi teorie bude mnoZina;
i prvky mnozin budou zase né&jaké dalsi mnoziny atd.)

® predikat ndleZeni — pokud napiSeme x € y, myslime tim, Ze mno-
Zina x je prvkem mnoziny y.

® predikdt rovnosti — x = y znamena, ze mnoziny x a y si jsou rovuy
(tedy povaZzujeme je za tutéz mnozinu).

e logické spojky — napiiklad (z € y) A (z € 2)

o kvantifikdtory — tfeba Va : x € y.

O rovnosti pfitom predpokladame, ze je ,slusné vychovana®“. Tedy ze je reflexivni
(z = z), symetrickd (z = y pravé kdyz y = x) a tranzitivni (z z = y a y = 2z plyne
x = z). A také Ze kdykoliv si néjaké dvé mnoziny jsou rovny, tak cokoliv plati pro
jednu, plati i pro druhou.

Odbocka: Vsimnéte si, ze pracujeme s dvéma typy hodnot: mnozinami a logickymi
hodnotami (pravda/nepravda). Logické spojka déla z jedné nebo vice logickych hod-
not jednu logickou hodnotu. Predikat dostane na vstupu mnoziny a vrati logickou
hodnotu. Jesté by mohly existovat funkce, které by z mnozin délaly mnoziny, ale ty
zatim nebudeme zavadét — ¢asem v nasi teorii pijdou vybudovat.

Priklad: Uz ted umime o mnoZzindch fikat rtizné véci. Napiiklad formule
Va:(a€x)= (acy)
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znamend ,cokoliv je v x, je také v y“, ¢ili ,x je podmnozinou y“. Na to se mizeme
divat jako na néjakou formuli ¢(z,y) s parametry z a y, kterd je pravdiva pravé
tedy, kdyz = je podmnozinou y. Tuto formuli vétsinou zkracujeme na a C b.

Vyjadrete v jazyce TeMna néasledujici vlastnosti:
Ukol 1.1: §(x,y) — mnoziny z a y jsou disjunktni.

Ukol 1.2: yp(2) — mnozina x je prazdna. (Zatim neumime dokazat, Ze néjaka prazdna
mnozina existuje, ale kdyby existovala, chceme ji umét poznat.)

2. Prvotni axiomy

Zatim mame jenom jazyk jako vyjadifovaci prostfedek, ale nevime skoro nic o tom,
jak se symboly naseho jazyka chovaji. Proto za¢neme piidavat axiomy, které nam
o tom néco slibi.

Nevime dokonce, jestli viibec néjaké mnoziny existuje. Na§ prvni axiom nam to
zaru¢i — slibi existenci aspori jedné mnoziny, byt neslibi viibec nic o tom, co je tato
mnozina zac.

Axiom existence: dr:z ==z

(Formulace je trochu trikové, protoZe na pravé strané existencéniho kvantifikitoru
musi byt néjaka formule. Tak pouzijeme formuli x = z, o které vime, Ze je vidycky

pravdiva.)

Také bude dulezité si ujasnit, jak se pozné, ze dvé mnoziny si jsou rovny. Definujeme,
ze je to pravé tehdy, kdyz se shodnou na tom, co jsou jejich prvky:

Axiom extensionality: VaVy: (zr=y) < Va:a €z < a€y).

Mnozinu proto muzeme jednoznac¢né urcit tim, jaké ma prvky. Mohli bychom tedy
pouzivat zapis {z,y, 2} pro mnoZinu s prvky z, y, z a Zddnymi jinymi. Jen zatim
nevime, jestli takova mnozina doopravdy existuje — na to budeme potiebovat dalsi

axiomy.

Také uz je jasné, ze mnozina nerozliSuje, jestli v ni néjaky prvek je obsazen jednou
nebo vicekrat: mnoziny {x, z,y} a {x,y} si jsou rovny.

Ukol 2.1: Vyjadiete vlastnost £(z, a) — prvek a je jedinym prvkem mnoziny = (pozor,
nemiizeme napsat prosté x = {a}, protoze nevime, zda mnozina {a} existuje).

Ukol 2.2: Vyjadrete vlasnost p;(x) — mnozina x ma pravé 1 prvek.

Ukol 2.3: Ukazte, jak pro libovolné k sestrojit formuli y,(z) testujici, zda mnozina
ma pravé k prvki. Neumite-li to obecné, sestrojte o nebo us.
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3. Odboc¢ka k modeliim

Vratme se k préazdné mnoziné. Pomoci vlastnosti g ji pozname a diky extensionalité
je touto vlastnosti jednozna¢né uréena. Miizeme ji zapsat jako {}, byt Casté&ji se
znadci (). Ale existuje doopravdy? Inu, z prvnich dvou axiomii to zatim viibec neplyne.

Jak se néco takového dokazuje? Pomoci modeli. Takovy model je néjaka realizace
naseho mnozinového vesmiru. Nebudeme ho definovat formélné (ono se to ostatné
bez teorie mnozin déla tézko :)). Pfedstavujme si, Ze nAm model fekne, jaké jsou ve
vesmiru mnoziny a jak se pozna, ktera je prvkem které. Musime ale vSechno nastavit
tak, aby platily vSechny (ehm, zatim oba) axiomy.

Dvouaxiomovéa teorie méa dva aplné trividlni modely:

® Vesmir, ve kterém existuje jenom prazdnd mnozina.

® Vesmir, ve kterém existuje jen jedna mnozina, ktera je svym vlast-
nim prvkem (plati tedy « = {z}).

V obou modelech evidentné plati oba axiomy. A zatimco v prvnim modelu prazdna
mnozina existuje, v druhém nikoliv. Z axiomil tedy nejde jeji existence rozhodnout
(dokézat ani vyvratit).

4. Podmnoziny a axiom vydéleni

Z mnozin Gasto potfebujeme vybirat (neboli vydélovat) podmnoziny vSech prvkii
s danou vlastnosti. Tedy to, co se v bézné matematice pise jako {a € = | v(a)},
kde ¢ je néjaka vlastnost.

Na to si pofidime dalsi axiom. Chceme Fici, ze kdykoliv = je néjakd mnozina a ¢(a)

vlastnosti (popsand logickou formuli), miZeme si poridit mnozinu
y={acz|p()}

Jenze ouha, takovy axiom neumime zapsat, protoze v nasem jazyce nejde kvantifiko-

vat pres formule! Pofidime si proto nekoneéné mnoho axiomi — pro kazdou moznou
formuli ¢ jeden. Tomu se nékdy fikéd meta-axiom nebo schéma axiomii.

Meta-axiom vydéleni: VzIyVa : a € y & (a € = A ¢(a)), kde ¢(a) je libovolna
formule s parametrem a, ve které se nevyskytuje proménné y.

Priklad: Nechf z je ta mnozina, kterou nam slibuje axiom existence. Pokud za ¢(a)
zvolime formuli, kterd nikdy neplati, vydélenim vznikne prdzdnd mnozina. Od ted
tedy () neni stvofenim z ¥ise hypotéz.

Ukol 4.1: Dokaite, 7e pro kazdé dvé mnoziny x a y existuje jejich pranik = N y.

Ukol 4.2: Prvni z nasich dvou mini-modelii nadéle funguje (vydélovanim z prazdné
mnoziny jde ziskat zase jenom prazdnd mnozina), druhy fungovat pfestal. Uméli
byste vymyslet néjaky jiny trivialni model a dokazat pomoci néj, ze neprazdné mno-
ziny mohou, ale nemusi existovat?

Ukol 4.3: Dokaite, ze pro kazdé dvé mnoziny z a y existuje jejich rozdil = \ y.
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5. Bajna mnozina vSech mnozin

V nasi minimalistické teorii mnozin se uz daji dokazat i hodné zajimavé véci. Uka-
Zeme, Ze neexistuje mnozina, jejimiz prvky by byly vSechny mnoziny. (Tim padem
neexistuje ani v zddné ,plnotucné“ teorii mnozin, kterd k nasim axiomtm ptidava
dalsi.)

Pljdeme na to sporem. Predpokladame, Ze existuje mnozina vSech mnozin. Nejprve
si je rozdélime na divoké (tak budeme Fikat mnoZzindm, které samy sebe obsahuji
jako prvek, tedy z € x ... neni jasné, zda né&jaké takové mohou byt, ale co kdyby)
a krotké (to jsou vSechny ostatni).

Vydélenim z mnoziny vSech mnozin muzeme ziskat mnozinu k vSech krotkych mno-
zin, tedy k = {x | = ¢ z}. Polozme si zaludnou otazku: Je k je divokd, anebo
krotka?

Kdyby byla divoka, tak k € k. Jenze v k jsou jen krotké mnoziny, takze k je krotka.
A naopak: kdyby k byla krotka, tak k € k. Jenze mnoziny nelezici v k jsou divoké,
takze k je divoka.

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze mnozina k je divoka, pravé kdyz divoka neni, coz je
spor. Mnozina vSech mnozin tedy nemize existovat.

6. Dvouprvkové mnozZiny

Vesmir s jednou ¢i dvéma mnozinami je ponékud nudny. Pfidejme tedy dalsi axiom.
Zaruc¢i nam, ze kdykoliv si fekneme néjaké dva prvky a a b, bude existovat mnozina x,
ktera obsahuje prave je.

Axiom dvojice: VavbIzVt:tex < (t=aVt=Dh).

Od ted tedy muZeme bez uzardéni psat {x,y} pro jakékoliv (existujici) = a y. VSim-
néte si, Ze tato mnozina neni vzdy dvouprvkové: pro x = y je to vlastné {z}.

Ukol 6.1: Sestrojte aspoii 5 riiznych mnozin.
Ukol 6.2: Sestrojte co nejvice mnozin. DokéaZete jich vyrobit nekone¢né mnoho?

Ukol 6.3: Co ted vime o existenci t¥iprvkovjch mnozin? Opét pomiiZe sestrojit
vhodny model.

Ukol 6.4: {a,b} funguje jako neusporddand dvojice. Vymyslete, jak pomoci mnozin
vyjadiit usporadané dvojice. Popiste, jak pro kazdé a a b sestrojit né€jakou mnozinu
kédujici dvojici (a, b). K vasemu zptsobu kddovani by mély existovat formule a4 (z, t)
— ,t je prvnim prvkem dvojice zakédované do mnoziny z“ — a analogicky as(z,t)
pro druhy prvek.

Ukol 6.5: Kédovani z minulého tkolu rozsifte na usporadané k-tice.
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7. Sjednoceni mnozin

Ukol 7.1: Uz vime, e pro kazdé dvé mnoziny existuje jejich primnik. Dokazte, Ze
zatim neni zarueno, Ze existuje jejich sjednoceni. (Opét pomohou modely.)

Na sjednocovani mnozin budeme potiebovat dalsi axiom. Vétsinou se formuluje obec-
néji: pro kazdou mnozinu mnozin existuje jejich sjednoceni — tedy naptiklad pro
x = {t1,ta,t3} to ma byt t; U ta Uts. Tomuto sjednoceni se ¥ikd suma mnoziny x
a znaéi se Uz. Jak vypadaji prvky sumy? To jsou prvky prvkd mnoziny z. Axiom
tedy miZzeme vyslovit nasledovné:

Axiom sumy: VzIyVa:a €y < (Ft:t€xNa€Et).

Ukol 7.2: DokaZte pomoci axiomu sumy, Ze pro kazdé dvé mnoZiny z,y existuje
jejich sjednoceni z U y.

Ukol 7.3: Dokaite, Ze pro kazdé z a y existuje jejich symetrickd diference x Ay. M4
obsahovat ty prvky, které lezi v pravé jedné z mnozin = a y.

Ukol 7.4: Dokaite, 7e existuje néjaka tiiprvkova mnozina.

Ukol 7.5: Pro kazdé piirozené k sestrojte k-prvkovou mmnozinu. (Pozor, tohle je
opravdu samostatna konstrukce pro jednotliva k. Tvrzeni ,pro kazdé k existuje k-
prvkovd mnozina“ zatim neumime v nasi teorii ani zapsat [nemame ¢isla, neumime
poditat prvky], natoz dokédzat.)

Ukol 7.6: Prestoze uz existuji libovolné velké kone¢né mnoziny, o nekoneénych zatim
nic nevime. Sestrojte model, ktery spliiuje vSechny axiomy, a presto neobsahuje
zadnou nekone¢nou mnozinu.

Ukol 7.7: Podobné jako sumu mnoziny mnozin bychom mohli definovat mnohona-
sobny prinik. Nadefinujte ho a ukazte, ze na jeho existenci uz zadny dalsi axiom
nepotiebujeme.

8. Kapesni mnoZiny a axiom potence

Uz jsme zavedli zépis {ai,...,a,} pro mnozinu obsahujici (pravé) zadané prvky.
Tyto prvky muzeme opét zapsat vyctem prvki, a tak dale. Tak vzniknou zapisy
z kone¢né mnoha do sebe vnorenych slozenych zavorek oddélenych ¢arkami, napii-
klad {{}, {{{}},{}}}  Budeme jim fikat zdvorkové vyrazy.

Ukol 8.1: Dokazte, ze kazdy zévorkovy vyraz popisuje strukturu néjaké existujici
mnoziny.

Takovym mnozindm budeme (Cisté pro naSe ucely) fikat kapesni. Moznéd existuji

i néjaké mnoziny, které kapesni nejsou: naptiklad vSsechny nekoneéné mnoziny nebo
divoké mnoziny, které jsou svym vlastnim prvkem. Ale mozné také neexistuji :)
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Vsimnéte si, ze pro kapesni mnoziny plati, ze jejich priniky, sjednoceni, rozdily i
podmnoziny jsou zase kapesni mnoziny. Tomu se tiké, ze systém vsSech kapesnich
mnozin je uzavreny na tyto operace.

Funguje to i s dalsimi operacemi. Definujme potenci mnoziny x jako mnozinu vsech
jejich podmnozin. Potence se zna¢i P(z) nebo 27. Plati tedy P(z) = {a | a C z}.
Opét funguje, Ze potence kapesni mnoziny je zase kapesni, takze zarucené existuje.

Pro ostatni mnoziny ale nevime, jestli maji potenci. Pojdme proto pridat axiom,
ktery to zarudi:

Axiom potence: VzdyVa:a €y < a C z.
Ukol 8.2: Ukaite, ze pokud P(z) = P(y), pak z = y.
Ukol 8.3: Miize existovat = : P(z) = z?

9. Prepisovaci pravidla a axiom nahrazeni

Ze zpusobu konstrukce mnozin pouzivanych v matematice ndm jesté néco chybi. Co
tfeba takovy zépis {2? | * € N}? Pomilime, Ze zatim nemdme ani piirozena &isla
ani nasobeni. Co se tady déje? Bereme prvky jedné mnoziny, néjak je predélame a
vysledky opét zabalime do mnoziny.

Budeme chtit pridat axiom, ktery takové pfepisovani prvka dovoli. Jak ale popsat,
co nahradime ¢im? Inu, podobné jako s podminkami u axiomu vydéleni: logickou
formuli. Pfepisovact pravidlo budeme fikat formuli ¢(a, b), ktera bude pravdiva pravé
tehdy, kdyz mame a nahradit za b. Pfirozené nemizeme chtit jedno a prepsat na
vice riznych b, takze musi platit

Vavbvt' : (¢(a,b) Ap(a, b)) =b=1b".
Prepisovaci pravidlo je tedy jakousi primitivni obdobou funkce.

Chceme vyslovit axiom, ktery ndm fekne, Ze v jakékoliv mnoziné muzeme ptepisovat
prvky jakymkoliv piepisovacim pravidlem. Opét narazime na to, Ze nelze kvantifi-
kovat pres formule, a obejdeme to pfiddnim nekone¢né mnoha axiomi.

Meta-axiom nahrazeni:
(Vavbwb' : (¢(a,b) Ap(a, b)) = b=1)
4
(VeIyvb:bey < (Fa:a €z Ai(a,b)))

pro jakoukoliv formuli ¢ (a, b), v niz se nevyskytuje proménnd y. [Horni ¢dst testuje,
zda je 1 korektni pfepisovaci pravidlo, spodni ho aplikuje.]

Ukol 9.1: Ukazte, Ze axiom vydéleni uz nepotiebujeme, protoze plyne z axiomu
nahrazeni.

Ukol 9.2: Ukaite, jak se obejit i bez axiomu dvojice.
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10. Kartézsky souéin a funkce

Posledni z obvyklych operaci, ktera nam v nasi teorii chybi, je kartézsky soucin.
Pro dvé mnoziny = a y ndm vytvori mnozinu vSech uspotfddanych dvojic prvku z x
s prvkem z y. Tedy:

zxy={(a,b)|acxzAbey}

(Pfipomenime si, Ze kédovani uspofadanych dvojic jsme zavedli v ﬁkolum a spolec¢né
s tim i formule a1 (a,x) a as(b, z) pro ,rozebirani“ kéd.)

Jako obvykle z toho, Zze x X y umime zapsat, viibec neplyne, Ze néco takového musi
existovat. Pro kapesni mnoziny je to trividlni (opravdu?), ale ani pro ty ostatni uz
nebudeme potfebovat zavadét nové axiomy. I z téch stavajicich dokazeme:

Ukol 10.1: Dokazte, Ze pro kazdé dvé mnoziny existuje jejich kartézsky soucin.

A jakmile mame definovany kartézsky soucin, miZeme uz definovat relace a funkce.
Pfipomerime si, co jisté znate z Diskrétky:

® Mnozina r je relace mezi mnozinami x a y, pokud r C x X y.

® Funkce z mnoziny = do mnoziny y je relace f mezi ¢ a y takova,
7eVa € x b € y : (a,b) € f. Nebo pokud bychom to chtéli napsat
bez zkratek:

Vavbvb' : (a ez AbeyAb €y A(ab) € fA(a,b)e f)=b=1.

e Pokud f je funkce, f(a) nazveme tu jednozna¢né uréenou mnozinu b,
pro niz je (a,b) € f.

Ukol 10.2: Definice funkce podeziele pfipomina definici pFepisovaciho pravidla z axi-
omu nahrazeni. Pro¢ jsme tam nemohli pfimo pouzit funkci?

Ukol 10.3: Dokazte, ze obraz libovolné mnoziny je zase mnozina. Piesnéji: pokud f
je funkce z x do y a z C z, pak existuje mnozina f[z] = {f(a) | a € z}.

11. Osidny pojem nekonec¢na

Pomoci kartézskych soucini a relaci umime vybudovat i ekvivalence a usporadani a
v podstaté celou kone¢nou matematiku. Vskutku, teorie, kterou jsme zatim vybu-
dovali, je uz docela silnéd a bézné se pouziva pod nazvem konecnd teorie mnozin. Ne
snad ze by existenci nekone¢nych mnozin zakazovala, prosté nich viibec nic nefika.

Pojdme tedy pridat néjaky axiom, ktery nam slibi existenci nekoneénych mnozin. Co
kdybychom ho vytvorili podle vzoru axiomu existence a prosté chtéli axiomatizovat,
Ze existuje aspon jedna nekoneénd mnozina. Ale uméli bychom to vibec ici?

Ukol 11.1: Pokuste se v jazyce teorie mnozin definovat vlastnost ,mnozina je neko-
neénd“. Popiste to n&jakou formuli o(x).



Pak mtZzeme prosté rici:
Axiom nekoneéna (pokus): Iz : o(z).

Problém je (odhlédneme-li od potizi s definici formule o(z)), Ze s takovou nekoneé-
nou mnozinou bychom si stejné neuméli nic pocit. Proto za¢neme hledat néjakou
konkrétnéjsi nekone¢nou mnozinu, totiz mnozinu pfirozenych ¢isel.

Ukol 11.2: Definujte kédovani p¥irozenych &isel, konkrétné néjaké mnoziny mq, mi,
ma, ... Co od nich chceme? Piedev§im umét sestrojit kazdou konkrétni m;. Ale
také pro obecné m; umét najit jeho naslednika m;; — to mutizete zapsat jako né€jaké
prepisovaci pravidlo o(m;, m;11). (Uvédomte si, Ze pro naslednika nemtizeme pouzit
funkei, protoze jeji definiéni obor by musela byt mnozina IN, kterou jeSté neméame.)

Pak uz mizeme vyslovit:
Axiom nekoneéna (opravdovy): Jz: (mg € x AVaVbh: (a € x Ao(a,b) = b € x)).

Axiom nekonec¢na tedy slibuje, Ze existuje néjakd mnoZina, v niz lezi vSechna pfiro-
zené Cisla. Ta pochopitelné musi byt nekoneéna ... ale nevadi, Zze v ni muze byt i
néjaké harampadi navic?

Ukol 11.3: Dokazte existenci mnoziny w, kterd obsahuje vSechna pfirozena &isla a
nic navic.

Pozor: MnoZina (tfeba) ms hraje uoniti teorie roli ¢isla 5, ale ta pétka v zépisu msy
je néco uplné jiného — ta Zije venku mimo teorii a je soucasti naseho jazyka, kterym
o té teorii mluvime. To je tfeba mit na paméti, ale od této chvile si tim uz nebudeme
komplikovat notaci a oboji budeme znacit prosté 5.

Ukol 11.4: Vymyslete, jak pro dvé piirozena &isla x,y € w poznat, jestli je = < y.
Ukol 11.5: Vymyslete, jak pro dvé piirozena ¢isla x,y € w sestrojit = + ¥.

Ukol 11.6: Vymyslete, jak pro dvé piirozena &isla x,y € w sestrojit « - 1.

12. Ktera mnozina je vétsi?

Predstavte si, ze mate dvé mnoziny. Uméli byste néjak jednoduse fici, ktera je vétsi?
Pro kone¢né je to jednoduché: spocitame jim prvky a porovname ¢isla. Ale co kdyz
to jsou nekone¢né mnoziny? U nich neni snadné definovat néco jako velikost mnoziny
(a ani to nebudeme délat). Radéji si poradime jinak:

Definice:

e MnozZiny x a y jsou stejné mohutné (znacime x =~ y), pokud mezi
nimi existuje bijekce. [Jinymi slovy pokud jde sparovat prvky jedné
mnoziny s prvky druhé tak, aby kazdy prvek byl v pravé jednom
péru.|



e Mnozina z je nejugse tak mohutnd jako y (piSeme z < y), pokud je
x & y' pro n&jakou podmnozinu y’' C y. [Nebo bychom mohli Fici,
Ze existuje prosté zobrazeni z = do y.]

e Konecné x je méné mohutnd nez y (r < y), pokud x S y Az &£ y.

Pro koneéné mnoziny tyto pojmy evidentné odpovidaji porovnani poétt prvka. Jak
u nekonecénych?

Definice: Mnozina je spocetnd, pokud je stejné mohutna jako mnozina vsSech pfiro-
zenych Cisel w.

Ukol 12.1: Dokazte, 7e mnozina w \ {0} je spocetna. A Ze ziistane spocetnd, pokud
z ni smazeme libovolny koneény pocet prvkii.

Ukol 12.2: Dokazte, ze mnozina 2w = {0,2,4,6,...} je spoc¢etna. (Tim padem mno-
zina {1,3,5,7,...} musi byt také spocetnd, takze w jde rozlozit na sjednoceni dvou
disjunktnich spocetnych mnozin. To by se v kone¢ném svété nestalo.)

Ukol 12.3: Dokazte, Ze mnozina 7 vsech celych &isel je spocetnd. (Formalné jsme ji
nedefinovali, zachazejte s ni intuitivné. Podobné budeme neformalné zachézet s ra-
cionalnimi a redlnymi ¢isly.)

Ukol 12.4: Rozlozte mnozinu w na disjunktni sjednoceni spocetné mnoha spocetnych
mnozin. Nebo dokaite, ze w? = w X w je spodetna. (Uvédomte si, ze je to totéz.)

Ukol 12.5: Dokazte, Ze mnozina @ vsSech racionalnich &isel je spocetna.

Ukol 12.6: Dokaite, ze w® je spocetna pro kazdé k > 1. (To je kartézskd mocnina:
1

w! =w, Wt =w" x w.)

Ukol 12.7: Definujme w* jako mnozinu vech kone¢nych posloupnosti pfirozengch
¢isel. Dokazte, Ze tato mnozina je také spocetnd. (Dofeste, jak se posloupnosti for-
malné definuji.)

Ukol 12.8: Viimnéte si, ze jsme viibec nedokéazali, e pokud = < y a soucasné y < x,
tak také z ~ y. To vypada trividlné, ale neni: vlastné tvrdime, ze pokud existuje
prosté zobrazeni f z x do y a jiné prosté g z y do x, pak také mezi x a y existuje
bijekce. Dokazte, Ze je to pravda. Napovéda: uvazte graf, jehoz vrcholy jsou prvky
mnozin x a y a hrany vedou podle funkci f a g. Jaké mé tento graf stupné vrchola?
Jak vypadaji komponenty souvislosti?

13. Nespocéetné mnoziny

No dobré, a jsou vibec néjaké nespocetné mnoziny? (Tim se samosebou mysli ne-
koneéné nespocetné :)) DokaZzeme rovnou mnohem silnéjsi tvrzeni:

Véta (Cantorova): Vz : < P(x). [Tedy potence mnoziny je vzdy (ostfe) mohutnéjsi
ne7 mnozina sama.]



Dukaz (jen pro tplnost, nebudeme se na néj odkazovat): Povedeme sporem a bude
trochu pfipominat dikaz neexistence mnoziny vSech mnozin. Pfedpokladejme pro
spor, 7e existuje né&jaka bijekce f z x do P(z). Tedy pro kazdy prvek a € z je
f(a) C z. Mizeme se tedy ptat, zda a € f(a).

Zase tikejme divoké tém prvkim a, pro které je a € f(a), a ostatnim krotké. Uvazme
mnozinu vSech krotkych prvka & = {a | a & f(a)}. Jelikoz f je bijekce, musi tato
mnozina k byt rovna f(b) pro néjaké b. A ted se to rozbije: ukdzeme, Ze toto b nemuze
byt ani krotké, ani divoké.

Vskutku: b je krotké < b & f(b) < b € k < b neni krotké. A to je spor. O

Evidentné tedy P(w) musi byt nespocetna, P(P(w)) jesté mohutnéjsi a tak dale.
Rovnou jsme tedy sestrojili spocetné mnoho nespocetnych mnozin. (Mimochodem,
riizné mohutnych mnozin se d4 najit i nespofetné mnoho, ale to nechme na jindy.)

Pojdme z toho odvodit, Ze nékteré dalsi mnoZiny jsou také nespodetné.

Ukol 13.1: Dokaite, Ze intervaly redlnych &isel [0,1] a (0,1) jsou stejné mohutné.
(Uméli byste najit vhodné zobecnéni?)

Ukol 13.2: Dokazte, Ze interval (0,1) je stejné mohutny jako celé RR.
Ukol 13.3: Dokazte, Ze né&jaky interval realnych éisel je stejné mohutny jako P(w).

Ukol 13.4: Algebraickd se fika tém realnym &isltim, kterd jsou koteny néjakého poly-
nomu s celociselnymi koeficienty (nebo raciondlnimi, to je jedno). Ostatnim redlnym
Cislim fikdme transcendentni. Dokéazat o konkrétnim cisle, Ze je transcendentni, neni
snadné. Ale snadno nahlédneme, Ze néjaké transcendentni ¢isla existuji: staci doka-
zat, Ze algebraickych ¢isel je jen spocetné mnoho.
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