Samoopravné kody

aneb na nas si chyby neprijdou

(verze 1.2 z 2021-04-15)

0. Dym nad prérii

Dva indidni si vymeénuji zpravy koufovymi signaly: Aleshanee na jednom kopci,
Bodaway na druhém. Jsouce indidany pokrokovymi, uzivaji binarni abecedu: maly
oblacek koufe je nula, velky jednicka. Jenze nad prérii vane vitr neposeda a s oblacky
si pohrava: tu a tam malicky nafoukne ¢i velky zmensi. Obcas proto indidni pfijmou
opacny bit, nez byl piivodné vyslan. Nastésti aspon plati zdkon zachovani poctu
oblacki: nikdy se jeden oblacek nerozdéli na dva, ani nesplynou dva do jednoho.

Nasi indiani si ale poradi: budou tvofit takové zpravy, aby se na nich poznalo, Ze
béhem prenosu doslo k chybé, a zpravu prosté poslou znovu. Nebo aby dokonce
poznali, kde presné chyba nastala, a tim padem ji dokazali opravit. Pochopitelné se
jim to mize dafit jen tehdy, je-li chyb omezeny pocet — kdyby vitr vytrznik mohl
oblacky meénit neomezené, nesla by uzZite¢nou informaci jen délka zpravy.

1. Kédovani a dekédovani

Situaci popiseme formalnéji:

e Aleshanee chee vyslat néjakou zpravu (posloupnost bit) z1, ..., z,.
® Pro zvysSeni odolnosti ji zakdduje do néjaké delsi zpravy yi,...,Ym

a tu odesle.
® Vitr cestou zméni az k bitd dle vlastniho vybéru.
e Bodaway prijme né€jakou modifikovanou zpravu g1, .. ., §m.
e Nakonec Bodaway zpravu dekdduje. To miize znamenat:

1. Detekuje chyby — pokud zakédovana zprava prisla posko-
zené, pozné to. A pokud pfisla v poradku, ziskd pivodni
Zpravu Ty, ..., Tn.

2. Opravi chyby — at uz zakédovand zprava prisla poskozena
nebo v poradku, ziska puvodni zpravu x1,...,x,.

Chovani pro vic nez k chyb nedefinujeme.
Méme tedy 3 parametry: délku ptvodni zpravy n, délku zakédované zpravy m a

maximalni pocet chyb k, které umime detekovat/opravit. Samozrejmé bychom chtéli
zpravy prodluzovat co nejméné, tedy aby pro dané n a k bylo m co nejmensi.
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Priklad: Paritni kod funguje tak, Ze ke zpravé priddme jeden bit tak, aby celkovy
pocet jednicek ve zprave byl sudy. Tomuto bitu se fika paritni bit a jeho hodnota je
nutné (1 + ...+ x,) mod 2. Viimnéte si, ze tento kéd detekuje chybu v libovolném
jednom bitu: kdykoliv se zméni jediny bit, celkovy pocet jednicek se zméni mezi
lichym a sudym. Mame tedy detekéni kéd s parametry m=n+1a k = 1.

Priklad: Pokud m = n, pak evidentné nejsme schopni poznat zadnou chybu. Jelikoz
rizné ptvodni zpravy musime zakédovat do riznych vyslanych zprav (jinak by de-
kédovani nebylo jednoznaéné), musi byt kédovaci zobrazeni prosté. Jenze pivodnich
i zakédovanych zprav je stejné, takze to musi byt bijekce. Tudiz zakédovanim miize
vzniknout kazda n-tice bitd, a proto zména v jednom bitu vyrobi ze zpravy jinou
korektni zpravu. Takze paritni kéd je nejlepsi mozny.

Ukol 1.1: Vymyslete kéd, ktery detekuje 2 chyby.
Ukol 1.2: Vymyslete kéd, ktery opravi 1 chybu.

Ukol 1.3: Vymyslete kéd, ktery detekuje 3 chyby.
Ukol 1.4: Vymyslete kéd, ktery detekuje az 100 chyb.
Ukol 1.5: Vymyslete kéd, ktery opravi az 100 chyb.

Ukol 1.6: Uvazme trochu jinou situaci: kdy# piijde poskozeny bit, pozname, Ze je
poskozeny (pfedstavte si katiku na papite). Detekce chyb je v takovém piipadé tri-
vialni, ale navrhnéte kéd, ktery umi 1 chybu opravit. Tomu se fika mazaci kod.

Dal pokracujte aZ potée, co vyresite aspon c¢ast uloh
z této kapitoly.

2. Geometrie zprav

Kédovani, zmény zprav po cesté (tém budeme fikat prosté sum) a dekédovani mu-
zeme také popisovat geometricky. Na zakédované zpravy yi,..., Y, se mizeme di-
vat jako na body v néjakém m-rozmérném prostoru, jehoz kazda souradnice nabyva
pouze hodnot 0 a 1. Tomuto prostoru se fikd Hamminguv prostor a dal by se popsat
jako m-rozmérna krychle.

Pro dvé zpravy a = ai,...,a,, a b = by,...,b, muzeme dokonce mérit jejich
vzdalenost. Rik4 se ji Hammingova vzddlenost a znaéi se p(a, b). Definujeme ji jako
pocet pozic i, na kterych je a; # b;.

Ukol 2.1: Hammingova vzdalenost se chova, jak se na vzdalenost slusi a patii (ma-
tematik by fekl, Ze je to metrika). Je vidy nezdporna. Také p(a, b) = 0 pravé tehdy,
kdyz a = b. Je symetrickd: o(a,b) = o(b,a). Dokazte, Ze spliiuje trojihelnikovou
nerovnost: p(a,c) < o(a,b) + o(b, c) pro kazdé a, b a c.
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Pokud vysleme néjakou zpravu y a nastane nejvyse k chyb, mizeme pfijmout pfesné
ty zprévy y, pro néz je o(y,y) < k. To si mizeme predstavit jako kouli v Hammin-
gové prostoru. (Pozor, mé trochu divny tvar :) )

Zd4 se tedy, 7ze pro schopnost detekovat/opravit chyby je zasadni, aby jednotlivé
zakédované zpravy od sebe byly dostateéné daleko.

Definice: Necht C je mnozina vSech zprdv, které mohou vzniknout zakédovanim.
Budeme ji fikat prosté kdd a prislusnym zpravam (bodim Hammingova prostoru)
kodovd slova.

Vsimnéte si, ze na tom, kterd ptivodni zprava odpovida kterému kédovému slovu,
moc nesejde — vhodné zobrazeni mtize usnadnit algoritmy pro kédovéani a dekédo-
vani, ale schopnost poradit si s chybami tim neni nijak ovlivnéna. Vime nicméné, ze
kédovych slov je stejné jako pivodnich zprav, tedy |C| = 2™.

Definice: Pro kéd C definujeme jeho kddovou vzddlenost d jako minimum z Ham-
mingovych vzdalenosti kédovych slov. Tedy d = min{p(a,b) | a,b € C A a # b}.

Definice: Aby se ndm o vlastnostech kéd dobfe mluvilo, budeme tikat (n,m, d)-kod
kazdému kdédu, ktery ma parametry n a m a kédovou vzdalenost alespori d.

Ukol 2.2: Jak souvisi maximalni pocet chyb k, které jsme schopni detekovat, s ké-
dovou vzdélenosti d?

Ukol 2.3: Jak souvisi maximalni pocet chyb k, které jsme schopni opravit, s kédovou
vzdalenosti d?

Ukol 2.4: Jak souvisi maximalni pocet kanék k, které jsme schopni opravit, s kédovou
vzdalenosti d?

Ukol 2.5: Podivejte se na kédy (mnoziny kédovych slov) z minulé kapitoly. Jaké jsou
jejich kédové vzdalenosti? Nedovedou ve skuteénosti detekovat /opravit vic chyb, nez
jsme si mysleli?

Ukol 2.6: Dokazte o nékterém ze sestrojenych kédi, Ze je nejlepsi mozny. Tedy Ze
pro dané n a d nejde dosdhnout mensiho m.

Ukol 2.7: Ukazte, jak z libovolného (n, m, d)-kédu pro d > 1 vyrobit (n,m—1,d—1)-
kéd.

Ukol 2.8: Ukazte, jak z libovolného (n, m, d)-kédu pro liché d vyrobit (n, m+1,d-+1)-
kéd. Mohlo by to souviset s iikolem E



3. Linearni koédy

Neékteré kédy se chovaji jako vektorové (pod)prostory. Piedstavme si Hammingiv
prostor jako vektorovy prostor Z3', tedy prostor dimenze m nad télesem Zs. Néaso-
beni vektoru skaldrem je nudné (miiZeme nédsobit jen nulou nebo jednickou), ale zis-
kali jsme uzite¢né séitani vektort (po slozkach, kazda slozka modulo 2, tedy vlastné
XOR posloupnosti bit).

Definice: O kédu C' fekneme, Ze je linedrni, pokud pro vSechna a,b € C jea+b € C.

Ukol 3.1: Ukazte, ze (neprazdny) linearni kéd nutné obsahuje nulovy vektor 0 (zpra-
vu ze samych nul). Tim paddem kazdy linedrni kéd je vektorovym podprostorem.

Definice: Hammingova vidha vektoru a se zna¢i w(a) a je rovna poétu jedni¢kovych
bitt. Tedy plati w(a) = o(a, 0).

Ukol 3.2: Které z nagich kédu jsou linedrni?

Ukol 3.3: Dokaite, Ze pro kazdy linearni kéd plati, Ze d = min{w(y) | y € C,y # 0}.
(To se muZe hodit k vypocétu kédovych vzdalenosti u téch kédw, kde jsme to neuméli
primo.)

4. Polynomialni kédy

Hezké kédy se daji odvodit z polynomt. Na to ale nejprve musime rozsifit abecedu:
misto nul a jednicek budeme posilat symboly z néjaké konecné mnoziny X. Této
mnoziné budeme fikat abeceda a jeji velikost znacit q.

Nase tvahy o kédovych vzdédlenostech stéle funguji (rozmyslete) a pokud X je té-
leso, muzeme porad pracovat s linearitou kédi. Znaceni kédt rozsifime prirozenym
zpusobem:

Definice: (n,m,d),-kéd Fikdme kédu nad ¢-prvkovou abecedou, ktery mé ¢™ kédo-
vych slov délky m a kédovou vzdalenost d.

Ukol 4.1: Jak vypada analogie paritniho kédu pro obecnou abecedu? Jaké méa pa-
rametry?

Ukol 4.2: Méjme néjaky (n,m,d),-kéd pro ¢ = 2'. Pielozime ho do bindrni abecedy
tak, ze kazdy symbol zapiSeme ve dvojkové soustavé pomoci ¢ bitti. Jak se zméni
parametry kédu?

Ukol 4.3: Uvazujme Hammingtv prostor dimenze m nad g-prvkovou abecedou. Ko-
lik bodt obsahuje koule o poloméru r?

Od této chvile az do konce kapitoly bude abeceda vzdy néjaké koneéné téleso. Pri-
pomeneme si par tvrzeni o polynomech, kterd plati nad kazdym télesem.

Odbocka: Musime rozliSovat rtizné zpusoby, jak se polynomy mohou rovnat. P = Q)
znadi formalni rovnost: polynomy P a () maji stejné ¢leny (az na pofadi a pfipadné
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¢leny s nulovymi koeficienty). Naproti tomu P = @ znamend rovnost jako funkce:
pfi dosazeni jakéhokoliv z bude P(z) = Q(x).

Lemma: Polynom P(z) = poz® + p1az! + ... + psa’ ma nejvyse t kofenti, kromé
pfipadu, kdy P = 0.

Ndcrtek dikazu: Pokud a je kofenem polynomu P, pak je polynom P délitelny
polynomem z — a. Tedy mé-li P kofeny ay,...,ay, plati P(z) = (x —aq) - ...  (z —
ax) - Q(x) pro n&jaky polynom @ # 0. Tento soudin ovSem obsahuje = v alespon k-té
mocning, takze k nemtze byt vétsi nez t.

Lemma: Necht P a @) jsou polynomy stupné nejvys t, které se shodnou ve vice nez ¢
bodech, tedy P(a;) = Q(a;) pro navzajem rtuzna éisla ag, ..., a;. Potom P = Q.

Diikaz: Uvazme polynom R = P — Q. Jisté je R(a;) = P(a;) — Q(a;) = 0 pro
vSechna ¢. Takze R ma alespon ¢ + 1 kofenti, ovSem zaroveil stupen nejvyse ¢. Podle
predchoziho lemmatu tedy musi byt R = 0, takze P = Q..

Konstrukce: Vezmeme ruzné polynomy P a @ stupné ¢ nad ¢-prvkovym télesem.
Sestrojime jejich ,grafy“ (P(a1),...,P(aq)) a (Q(a1),...,Q(aq)), kde a1,..., a4 je
néjaké ocislovani prvku télesa. Podle pfedchoziho lemmatu tyto grafy maji spolec-
nych nejvyse t bodu, takze jejich Hammingova vzdalenost ¢ini aspon ¢ — t.

Ukol 4.4: Vyuzijte pfedchozi konstrukei k vyrobé kédii s velkou kédovou vzdalenosti.
Abecedu si zvétsete podle potieby.



