Dlazdickové programovani

aneb informatikova lazen

(verze 1.0 z 2021-04-01)*

0. Dlazdicky v koupelné

Také obcas premyslite nad matematickymi tlohami v koupelné? My v ni obcas i
programujeme. Staci se trochu zasnit nad Gzasnymi vzory barev na dlazdickovanych
sténach ... a najednou je z nich kompletni pocita¢! Ten budeme dnes zkoumat.

Pojdme si nejprve Fict, co je to takova dlazdice. DlaZdice predstavuje ¢tverec jed-
notkové velikosti, ktery ma kazdou hranu obarvenou néjakou barvou. Obarveni jed-
notlivych hran mize a nemusi byt stejné, ale kazda hrana musi byt obarvena praveé
jednou barvou. Dohodnéme se také, ze barvy budeme oznacovat néjakymi symboly,
typicky ¢isly a pismeny. Barev bude vzdy kone¢né mnoho.

Casto budeme pro nazornost dlazdice zobrazovat opravdu jako &tverce rozdélené
na ¢tyfi ¢asti, ale formélné dlazdici zavedeme jako uspofddanou ¢tvefici (¢, h, p, d),
kde jednotlivé symboly ¢, h, p, d oznacuji po fadé obarveni levé, horni, pravé a dolni
hrany dlazdice. Kreslit ji budeme takto:

7 takovych dlazdic mizeme skladat dldZdéni. Prostoru, ktery chceme dlazdickovat,
fikejme zed. Ta je obdélnikovd a mé rozméry r x s (pfi¢emz jednotkou bude délka
hrany dlazdice). Okraje zdi jsou rozdéleny na tseky o jednotkové délce a kazdy
z téchto tsekl ma podobné jako hrany dlazdic néjaké obarveni.

Jako dlazdéni oznacujeme pokryti zdi dlazdicemi, pokud toto pokryti spliuje nékolik
podminek. V prvni fadé pozadujeme, aby v kazdém z r X s ¢tverci byla umisténa
préavé jedna dlazdice. Dale kazdé dvé sousedni dlazdice musi mit ty hrany, kte-
rymi se dotykaji, obarvené stejnou barvou. Pozadavek na stejnou barvu mame i na
okrajové dlazdice, tedy dlazdice, které pfiléhaji k okraji zdi, musi mit pfislusnou
hranu obarvenou stejnou barvou, jakou je obarveny prislusny tsek okraje. Posledni
podminka: dlazdice nesmime pfi tvorbé dlazdéni otacet. Dodejme jesté, ze kazdou
dlazdici smime pouzit libovolné-krat.

* Vychézi z textu, ktery napsala Karry Buresova pro KSP.
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Pomoci dlazdéni, resp. jeho existence nebo neexistence, miizeme snadno rozhodovat
tlohy, na které se odpovidd ANO, nebo NE. Jak to udélame? Musime sestavit vhod-
nou mnozinu dlazdic, ze kterych budeme smét vybirat pii tvorbé dlazdéni. Horni
okraj zdi obarvime podle vstupu. Jesté potfebujeme obarvit ostatni okraje, s tim,
Ze vSechny jejich Gseky obarvime stejnou barvou (mizeme o tom tedy uvazovat jako
o obarveni celého okraje jednou barvou). DlaZdice a obarveni vybirdme tak, aby
dlazdéni existovalo, pravé kdyz odpovéd na tlohu je ANO.

Moznych dlazdéni (a jim pfislusnych mnoZin dlazdic a obarveni okraji) mize exis-
tovat velmi mnoho, tak si je alesponi trochu omezme. Pozadujeme, aby zed byla
vzdy Siroka pravé tak, jak dlouhy je vstup. Horni okraj tedy bude vstupu pfesné
odpovidat. Navic chceme, aby vyska zdi byla nejmensi mozna.

To, co jsme pred chvilkou popsali, je dlaZdicovy program. Ten se sklddd z néjaké
kone¢né mnoziny dlazdic a néjakého obarveni okraju zdi. Formalné by se jednalo
o usporadanou ¢tvetici (D, ¥, p,d), kde D je mnozina dlazdic a ¢, p,d pfedstavuji
obarveni levého, pravého a dolniho okraje.

Program na zadany vstup odpovi ANO, pokud je mozné vydlazdit néjakou zed dlaz-
dicemi z mnoziny D tak, aby horni okraj byl obarven podle vstupu a zbyvajici okraje
barvami ¢, p a d. Neexistuje-li zadné takové dlazdéni, vystupem programu je NE.

Dlazdicové programy jsou vzacna zvifatka, a tak jim budeme na vstupu predkladat
pouze neprazdné fetézce.

Bjva hezké umét u programu ve vypocetnim modelu urcovat slozitost. U dlazdi-
covych programu to zvladdneme jednoduse: za dobu vypoctu prohlasime minimélni
vysku zdi, pro kterou existuje dlazdéni (Gasova slozitost je pak maximum z dob
vypoctu pres vSechny vstupy dané délky), pouzitou pamét pak predstavuje plocha
vydldzdéné zdi. Vstupy, na néz je odpovéd NE, takZze zéddné dlazdéni neexistuje,
slozitost neovlivni.

Dost bylo teoretizovani, pojdme se podivat na konkrétni priklad.

1. Osplichnuti na zacatek

Méjme na vstupu néjakou posloupnost nul a jednicek. Nasim tkolem je rozhodnout,
jestli je tato posloupnost konstantni, tedy zda obsahuje pouze nuly nebo pouze
jednicky. Vyuzijeme k tomu dlazdicovy program s nasledujicimi dlazdicemi. Mtzeme
je rozdélit do ¢tyt typt, kazdy typ existuje ve dvou barvach:




Levy okraj obarvime L, pravy P, dolni D. N&$ program urcité odpovi spravné,
a dokonce mu k tomu bude stacit jeden radek. Takové odvazné tvrzeni by se ale
sluselo dokazat.

Jelikoz vsechny dlazdicky maji dolni hranu obarvenou D a zadné nema barvou D
obarvenou hranu horni, bud bude mit dlazdéni vysku 1, nebo viibec nepiijde vy-
tvorit. Pro konstantni posloupnost jisté dlazdéni existuje. V pfipadé jednoprvkové
posloupnosti pouzijeme pfislusnou dlazdici ¢étvrtého typu, v pfipadé posloupnosti
delsi pomoci vhodné dlazdice prvniho typu ,zvolime ¢islo“ a néasledné ho ,,propagu-
jeme“ az k pravému okraji:

| OKo|e
| X o|e
| X o|e
| X o|e

Platii to, ze vSe, pro co dlazdéni existuje, musi byt konstantni posloupnost. K levému
i k pravému okraji mtize p¥iléhat vZdy jen jedna konkrétni dlazdice (podle hodnoty
na vstupu), a k jejich spojeni je potieba ,predavat“ stile stejné Cislo.

V nasledugjicich ikolech bude vasim cilem sestrojit dlaZdicovy program resici danou
ulohu. Nutnou soucdsti je dukaz, Ze program opravdu ulohu Tesi — tedy Ze odpovidd
jak ANO, tak NE prdvé tehdy, kdyZ md.

Ukol 1.1: Vyieste negaci naseho piikladu: Dostanete posloupnost nul a jednicek.
Odpovézte ANO, pravé kdyz tato posloupnost neni konstantni.

Ukol 1.2: Dostanete posloupnost jednicek. Zjistéte, zda tato posloupnost ma sudou
délku.

Ukol 1.3: Dostanete posloupnost nul a jednicek. Zjistéte, zda je v ni pocet jednicek
délitelny tfemi.

Ukol 1.4: Dostanete posloupnost &sel z mnoziny {0,...,9}. Je tato posloupnost
neklesajici?

Ukol 1.5: Napiste program, ktery ma stejnou barvu levého a pravého okraje a fesi
nasledujici tlohu: Je dana fada jednicek. Je jeji délka nasobkem 3 nebo 57

Ukol 1.6: Najdéte tilohu, ktera se da Fesit dlazdicovim programem, ale nikoliv ta-
kovym, ktery ma stejnou barvu levého a pravého okraje.

Ukol 1.7: Ukazte, jak pro kazdé k > 1 navrhnout dlazdicovy program, ktery dostane
posloupnost nul a jednicek a zjisti, zda se jedna o dvojkovy zapis ¢isla délitelného k.
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2. Bublinkova koupel

Ukol 2.1: Dostanete posloupnost nul a jedni¢ek. Odpovézte ANO, pokud je nul stejny
pocet jako jednicek.

Ukol 2.2: Dokaite, 7e vase FeSeni predchozi tlohy je nejlepsi mozné. Tedy Ze kazdy
dlazdicovy program, ktery tuto dlohu Fesi, spotfebuje (asymptoticky) aspoii tolik
Casu jako va$ program. Kdybyste si nevédéli rady, zkuste alespon dokazat, ze kon-
stantni ¢as nestaci.

Ukol 2.3: Dostanete posloupnost levych a pravych zavorek. Zjistéte, zda je spravné
uzavorkovana.

Ukol 2.4: Dostanete posloupnost pismen a a b. Odpovézte ANO, pokud je tato po-
sloupnost palindromickéa — tedy stejnd odpfedu jako odzadu.

Ukol 2.5: Dokazte, Ze vase feseni predchozi tilohy je (asymptoticky) nejlepsi mozné.

3. Vypoustime vanu aneb programy, co maji vystup

Uvazujme na chvili, ze bychom misto ANO nebo NE odpovidali obecnym fetézcem.
I to se da ve svété dlazdicovych programi popsat — misto aby dolni okraj zdi byl
obarven zadanou barvou, vyuzijeme barvy jednotlivych dlazdic na dolnim okraji
k zapsani vystupu.

Dlazdicovy program nam pak bude odpovidat na otazku ,je y spravnym vystupem
pro vstup x?“, coz je zase otdzka na ANO/NE. Budeme pfitom vyzadovat, aby pro
kazdy vstup z program prijal jenom jeden vystup y. Mazeme omezit podmnozinu
barev, které se smi vyskytovat ve vstupech a vystupech, takze ,pracovni“ barvicky
pouzivané programem béhem vypoctu se nebudou s vystupem plést.

Ukol 3.1: Na vstupu dostaneme dvé &isla ve dvojkové soustavé (miizete si zvolit, jak
presné budou zapsand). Spocitejte jejich soucet.

Ukol 3.2: Na vstupu dostaneme posloupnost znaki z mnoziny {a, ..., z}. Setfidte ji
(uspofadejte znaky podle abecedy).

Ukol 3.3: Na vstupu dostaneme posloupnost pismen a a b sudé délky. Prohodte
prvni a druhou polovinu.

4. Heuréka! aneb trocha meta-otazek a jiné balneofilosofie

Uz jsme vymysleli programy, které fesi rtizné zapeklité ilohy. Pojdme ted premyslet
obecnéji nad tim, jaké tlohy se daji dlazdicovymi programy fesit a jak rychle.

Ukol 4.1: Mé&jme problém, ktery se da vyftesit dlazdicovym programem pracujicim
v Case t, kde t je néjaka konstanta. Dokazte, Ze existuje jiny dlazdicovy program,
ktery odpovida na tutéz otazku, ale staci mu ¢as 1.
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Ukol 4.2: Vymyslete, jak se dlazdicové programy daji simulovat na klasickém poéi-
tac¢i. Ukazte, ze pro kazdy dlazdicovy program existuje klasicky program, ktery spo-
¢ita totéz. Omezte se pro zaGatek na ,jednorddkové® dlazdicové programy (bézici
v Case 1). Snazte se dosdhnout co nejlepsi slozitosti klasického programu vzhledem
k délce vstupu; zavislost na poc¢tu dlazdic dlazdicového programu nas nezajima.

Ukol 4.3: Piedstavte si, Ze mate specialni dlazdickovy program, ktery ale krom po-
pisu dlazdicek a barvy stén obsahuje navic popis specialni dlazdicky, kterd musi byt
v kazdém dlazdéni pouzita nejvyse jednou. Musi nutné existovat ,klasicky“ dlazdic-
kovy program, ktery pocita totéz? Co kdybychom specialni dlazdici museli pouzit
nikoli nejvyse jednou, ale pravé jednou?

Ukol 4.4: O vlastnosti ¢(x) fetézct nul a jednicek fekneme, 7e je rozpoznatelnd,
pokud existuje dlazdicovy program, ktery odpovidd ANO pravé tehdy, kdyz vstup
spliiuje ¢. Dokazte, ze pokud ¢ a i jsou rozpoznatelné vlastnosti, p Ay a ¢ V1 jsou
také rozpoznatelné.

Ukol 4.5: Dokazte, ze pokud je ¢ rozpoznatelnd programem, ktery bézi v konstant-
nim Case, pak —¢ je také rozpoznatelna.

Ukol 4.6: Plati obecné, Ze je-li ¢ rozpoznatelna, pak —¢ je také?



