9. Fourierova transformace

Nasobeni polynomu

V této kapitole se budeme zabyvat ndsobenim polynomu. Tento na prvni pohled
trivialni algebraicky problém ma prekvapivé efektivni Feseni, které nas dovede az
k Fourierové transformaci.

Znaceni: Polynomy jsou vyrazy typu

n—1
P(z) = Zpi -t
i=0

kde z je proménnd a pg aZ p,_1 jsou Cisla, kterym fikdme koeficienty polynomu.
Obecné budeme znacit polynomy velkymi pismeny a jejich koeficienty prislusnymi
malymi pismeny s indexy.

V algoritmech polynomy obvykle reprezentujeme pomoci vektoru koeficienti
(o, - - -, Pn—1); oproti zvyklostem linedrni algebry budeme slozky vektorii v celé této
kapitole indexovat od 0. Poctu koeficientti n budeme fikat velikost polynomu |P)|.
Casovou slozitost algoritmu budeme vyjadiovat vzhledem k velikostem polynomi na
jeho vstupu.

Pokud pridame novy koeficient p,, = 0, hodnota polynomu se pro zadné = ne-
zmeéni. Stejné tak je-li nejvyssi koeficient p,,—1 nulovy, mizeme ho vynechat. Takto
muzeme kazdy polynom zmensit na normdlns tvar, v némz ma budto nenulovy nej-
vyss§i koeficient, nebo nemé viibec Zadné koeficienty — to je takzvany nulovy polynom,
ktery pro kazdé x roven nule. Nejvyssi mocniné s nenulovym koeficientem se fika
stupen polynomu deg R, nulovému polynomu prifazujeme stupen —1.

Nasobeni polynomu: Polynomy nasobime jako vyrazy:

P(z) - Q(z) = <szxz> : <Z Qj'a:j>.

Po rozndsobeni muZeme tento soucin zapsat jako polynom R(zx), jehoz koeficient
u z¥ je roven rp = pogk + p1ar—1 + - - - + Prdo-

Snadno nahlédneme, Ze polynom R m4 stuperi deg P + deg @ a velikost |P| +
Q-1

Algoritmus, ktery pocita soucin dvou polynomu velikosti n pfimo podle defini-
ce, proto spotfebuje ¢as ©(n) na vypodet kazdého koeficientu, celkem tedy ©(n?).
Pokusime se nalézt efektivnéjsi zptusob.

Rovnost polynomu: Odbo¢me na chvili a uvazujme, kdy dva polynomy povazujeme
za stejné. Na to se d4 nahliZet vice zptisoby. Budto se na polynomy miiZeme divat
jako na vyrazy a porovnavat jejich symbolické zapisy. Pak jsou si dva polynomy
rovny pravé tehdy, maji-li po normalizaci stejné vektory koeficienti. Tomu se fika
identickd rovnost polynomu a obvykle se znaci P = Q.

Druhd mozZnost je porovnavat polynomy jako realné funkce. Polynomy P a @
si tedy budou rovny (P = Q) pravé tehdy, je-li P(z) = Q(z) pro vSechna x € R.
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Identicky rovné polynomy si jsou rovny i jako funkce, ale musi to platit i naopak?
Nasledujici véta ukaze, zZe ano a ze dokonce staci rovnost pro koneény pocet x.

Véta: Budte P a @ polynomy stupné nejvyse d. Pokud plati P(z;) = Q(z;) pro
navzajem ruzné ¢isla xg, ..., x4, pak jsou P a @ identické.
Diikaz: Pfipomenme nejprve nasledujici standardni lemma o kofenech polynomi:

Lemma: Polynom R stupné ¢ > 0 mé nejvyse t kofent (¢isel «, pro néz je
P(a) =0).
Diukaz: Z algebry vime, Ze je-li ¢islo o kofenem polynomu R(z), miZzeme
R(z) beze zbytku vydélit vyrazem = — «. To znamend, 7e R(x) = (z —
a) - R'(z) pro n&jaky polynom R’'(x) stupné ¢t — 1. Dosazenim ovéfime, ze
kofeny polynomu R’ jsou pfesné tytéz jako kofeny polynomu R, s moznou
vyjimkou kofene a.

Budeme-li tento postup opakovat t-krat, budto ndm v pritbéhu do-
jdou kofeny (a pak lemma jisté plati), nebo dostaneme rovnost R(x) =

(xt—a1)...-(x—a¢)  R"(z), kde R"” je polynom nulového stupné. Tako-

vé polynomy ovSem nemohou mit zadny koten, a tim padem nemtize mit

zaddné dalsi kofeny ani R. Q
Abychom dokézali vétu, staéi uvazit polynom R(x) = P(x) — Q(x). Tento polynom
ma stupen nejvyse d, ovSem kazdé z ¢isel xg, . .., x4 je jeho kofenem. Podle lemmatu
musi tedy byt identicky nulovy, a proto P = Q. Q

Zpét k nasobeni: Véta, jiz jsme pravé dokazali, vliastné ¥ika, Ze polynomy miZeme
reprezentovat nejen vektorem koeficient, ale také vektorem funkcénich hodnot v né-
jakych smluvenych bodech — tomuto vektoru budeme fikat graf polynomu. Pokud
zvolime dostate¢né mnoho bodt, je polynom svym grafem jednoznacné urcen.

V této reprezentaci je pfitom nasobeni polynomu trividlni: Soucin polynomt
P a @ mé v bodé x hodnotu P(x) - Q(x). Stadi tedy grafy vynasobit po slozkach,
coz zvladneme v linedrnim case. Jen je potieba dat pozor na to, ze souéin ma vyssi
stupen nez jednotlivi ¢initelé, takze si potifebujeme poridit dostateény pocet bodu.

Algoritmus NASOBENIPOLYNOMU

1. Jsou dany polynomy P a @ velikosti n, uréené svymi koeficienty.
Bez jmy na obecnosti predpoklddejme, Ze hornich n/2 koeficient je
u obou polynomi nulovych, takze sou¢in R = P-(@Q bude také polynom
velikosti n.

2. Zvolime navzajem ruzna Cisla xg, ..., Tp_1.
3. Spocitdme grafy polynomi P a @, tedy vektory (P(xo),..., P(xn_1))
a (Q(xO)a cee aQ(‘rEnfl))'

4. 7 toho vypoéteme graf souéinu R vynasobenim po slozkach: R(x;) =
5. Nalezneme koeficienty polynomu R tak, aby odpovidaly grafu.

Krok 4 trvad ©(n), takZe rychlost celého algoritmu stoji a pada s efektivitou pfevo-
di mezi koeficientovou a hodnotovou reprezentaci polynomi. To obecné neumime
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v lep$im nez kvadratickém case, ale zde mame moznost volby bodu zg,...,z,_1,
takze si je zvolime tak Sikovné, aby prevod Sel provést rychle.
Pokus o vyhodnoceni polynomu metodou Rozdél a panuj

Uvazujme polynom P velikosti n, ktery chceme vyhodnotit v n bodech. Body si
zvolime tak, aby byly spdrované, tedy aby tvorily dvojice lisici se pouze znaménkem:
*xo, X1, ..., Ty 2 1-

Polynom P muzeme rozlozit na ¢leny se sudymi exponenty a ty s lichymi:

P(x) = (poa® + paa® + ... 4 pn2a™ ) + (prx! +psa® + ...+ ppaa™ ).
Navic muzeme z druhé zavorky vytknout x:
P(z) = (poxo + pox® 4. .. +pn_2x”*2) +z- (plxo Topart ot +pn—1$”72).

V obou zavorkach se nyni vyskytuji pouze sudé mocniny x. Proto mizeme kazdou
zévorku povazovat za vyhodnoceni n&jakého polynomu velikosti n/2 v bodé 22, tedy:

P(z) = Ps(x2) +x- Pz($2),

kde:
0 1 n-2
Ps(t) =pot” +pat” + ...+ ppot" 2z,

Py(t) = pit° + pst' + ... F Pt T

Navic pokud podobnym zptisobem dosadime do P hodnotu —x, dostaneme:
P(—x) = Py(2?) — z - Py(a?).

Vyhodnoceni polynomu P v bodech +xy,...,+z,_1 tedy miZzeme prevést na
vyhodnoceni polynomii Ps a P, poloviéni velikosti v bodech x3, ..., 22 ;.

To naznad¢uje algoritmus s ¢asovou slozitosti T'(n) = 2T(n/2) + ©(n) a z Ku-
chatkové véty vime, Ze tato rekurence ma feSeni T'(n) = ©(nlogn). Jediny problém
je, ze tento algoritmus nefunguje: druhé mocniny, které predame rekurzivnimu vo-
lani, jsou vzdy nezaporné, takze uz nemohou byt spravné sparované. Ouve;j.

Tedy ... alespon dokud pocitame s redlnymi ¢isly. Ukazeme, ze v oboru kom-
plexnich ¢isel uz mtazeme zvolit body, které budou spravné sparované i po nékolike-
rém umocnéni na druhou.

Intermezzo: Pripomenuti komplexnich ¢isel
Zakladni operace
® Definice: C = {a+bi|a,b € R}, i* = 1.
e Scitani: (a +bi) £ (p+q¢i) = (a £p) + (b £ ¢)i.
e Nasobeni: (a+bi)(p+qi) = ap+aqi+bpi+bgi? = (ap—bq)+(ag+bp)i.
Pro a € R je aa + bi) = aa + abi.
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e Komplexni sdruzeni: a + bi = a — bi.
T=x,vty=2+y,7 y=2Y, 7T = (at+bi)(a—bi) = a®+b% € R.
e Absolutni hodnota: || = v - T, takze |a + bi| = va? + b2.
Také |ax| = || - |z|.
e Déleni: z/y = (z -7)/(y - §). Takto upraveny jmenovatel je redlny,
takZze mtizeme vydélit kazdou slozku zv1ast.

Gauflova rovina a goniometricky tvar

e Komplexnim &sltim pfitadime body v R?: a + bi + (a, b).

¢ |z| je vzdélenost od bodu (0,0).

e |z| =1 pro ¢isla lezici na jednotkové kruznici (kompleznt jednotky).
Pak plati z = cos ¢ + isin pro néjaké ¢ € [0, 2m).

® Pro libovolné z € C: x = |z| - (cos p(z) + isin p(x)).
Cislu ¢(z) € [0,27) fkdme argument &isla z, nékdy znacime arg .

e Navic ¢(T) = —p(x).
Exponencialni tvar

e Eulerova formule: ' = cos ¢ + isin .

e Kazdé x € C lze tedy zapsat jako |z| - e!#(*),

o Nasobeni: zy = (|x| . ei«o(z)) . (|y| .ei«:(y)) = |z| - |y| . eile(x)+e(y))
(absolutni hodnoty se ndsobi, argumenty séitaji).

* Umociiovéani: 2 = (|z| - i#(®)" = || . elov(®),

Odmocniny z jednicky

Odmocnovani v komplexnich ¢islech obecné neni jednoznacéné: jestlize tieba
budeme hledat ¢tvrtou odmocninu z jednicky, totiz Fesit rovnici * = 1, nalezneme
hned ¢tyfi feSeni: 1, —1, 1 a —i.

Prozkoumejme nyni obecnéji, jak se chovaji n-té odmocniny z jednicky, tedy
komplexni kofeny rovnice 2™ = 1:

e Jelikoz |2"| = |z|™, musi byt |z| = 1. Proto z = el¥ pro néjaké ¢.
e M3 platit 1 = 2" = e!¥™ = cos pn + isin pn. To nastane, kdykoliv
pn = 2km pro néjaké k € 7.

2kmi/n

Dostavame tedy n ruznych n-tych odmocnin z 1, totiz e prok=0,...,n—1.

Nékteré z téchto odmocnin jsou ovsem specialni:

Definice: Komplexni ¢islo x je primitivni n-t4 odmocnina z 1, pokud " = 1 a zadné
z &isel 21,22, ..., 2" ! neni rovno 1.

Priklad: Ze ¢tyf zminénych ¢tvrtych odmocnin z 1 jsou i a —i primitivni a druhé
dvé nikoliv (ovéfte sami dosazenim). Pro obecné n > 2 vidy existuji alesponi dvé
primitivni odmocniny, totiz ¢isla w = 2™/ a @ = e 27/", Plati totiz, ze w! =
e2™9/™ 4 to je rovno 1 pravé tehdy, je-li j nasobkem n (jednotlivé mocniny ¢isla w
postupné obihaji jednotkovou kruznici). Analogicky pro @.
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Pozorovani: Pro sudé n a libovolné ¢islo w, které je primitivni n-tou odmocninou
z jednicky, plati:

o # wk kdykoliv 0 < j < k < n. Staéi se podivat na podil
WP Jwi = wF=J. Ten nemtize byt roven jedné, protoze 0 < k —j < n
a w je primitivni.

® Pro sudé n je w™/? = —1. Plati totiz (w™/?)? = w" = 1, takze w"/?
je druha odmocnina z 1. Takové odmocniny jsou jenom dvé: 1 a —1,
ovSem 1 to byt nemiize, protoze w je primitivni.

Vyhodnoceni polynomu podruhé — algoritmus FFT

Ukazeme, ze primitivnich odmocnin lze vyuzit k zachrané naseho parovaciho
algoritmu na vyhodnocovani polynomii.

Nejprve polynomy doplnime nulami tak, aby jejich velikost n byla mocninou
dvojky. Poté zvolime néjakou primitivni n-tou odmocninu z jednicky w a budeme po-
lynom vyhodnocovat v bodech w®,w!, ..., w™ 1. To jsou navzajem rtzna komplexni
&isla, ktera jsou spravné sparovana — hodnoty w™/2, ..., w" tseod w?, ..., w2 1 lig
pouze znaménkem. To snadno ovéfime: pro 0 < j < n/2 je W = 20 = — )i,
Navic w? je primitivni (n/2)-t4 odmocnina z jednicky, takZe se rekurzivng opét vo-
lame na problém téhoz druhu, a ten je opét spravné sparovany.

Nas plan pouzit metodu Rozdél a panuj tedy vysel, opravdu mame algoritmus
o slozitosti ©(nlogn) pro vyhodnoceni polynomu. Jesté ho upravime tak, aby misto
s polynomy pracoval s vektory jejich koeficientt ¢i hodnot. Tomuto algoritmu se fika
FFT, vzapéti prozradime, proc.

Algoritmus FFT

Vstup: Cislo n = 2%, primitivni n-t4 odmocnina z jedni¢ky w a vektor
(o, - - -, pn—1) koeficientti polynomu P.

1. Pokud n = 1, polozime yy < po a skonéime.
2. Jinak se rekurzivné zavoldme na sudou a lichou ¢ast koeficientu:

3. (807 SRR sn/?—l) A FFT(TL/2,(U2, (p07p27p47 oo 7pn72))'

4. (o, lnja_1) < FFT(n/2,w?, (p1,P3, P55 - - - Pn-1))-
5. Z grafi obou ¢asti poskladame graf celého polynomu:

6. Proj=0,...,n/2—1:

7. yj 85+ wl - 4.

8. Yjpnya ¢ 85 —w! - L.

Vystup: Graf polynomu P, tedy vektor (yo,...,yn—1), kde y; = P(w’).
Diskrétni Fourierova transformace

Vyhodnotit polynom v mocninéch ¢isla w umime, ale jesté nejsme v cili. Potie-
bujeme umét provést dostatecné rychle i opa¢ny prevod — z hodnot na koeficienty.
K tomu ndm pomize podivat se na vyhodnocovani polynomu trochu abstraktnéji
jako na néjaké zobrazeni, které jednomu vektoru komplexnich ¢isel ptifadi jiny vek-
tor. Toto zobrazeni matematici v mnoha rtznych kontextech potkavaji uz nékolik
staleti a nazyvaji ho Fourierovou transformaci.
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Definice: Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je zobrazeni F : C™ — C™, které
vektoru x prifadi vektor y, jehoz slozky jsou dany predpisem

n—1

E jk
Y = T+ w’ )

k=0

kde w je néjaka pevné zvolena primitivni n-t4 odmocnina z jedné.

Pozorovani: Pokud oznadime p vektor koeficient néjakého polynomu P, pak jeho
Fourierova transformace F(p) neni nic jiného nez graf tohoto polynomu v bodech
w9, ...,w™ L. To snadno ovéfime dosazenim do definice.

N&s algoritmus tedy poc¢ita diskrétni Fourierovu transformaci v ¢ase ©(nlogn).
Odtud pramenti jeho nazev FFT — Fast Fourier Transform.

Také si vSimnéme, ze DFT je linearni zobrazeni. Mtzeme ho proto zapsat jako
nisobeni néjakou matici €2, kde €, = w’*. Pro pievod grafu na koeficienty tedy
potifebujeme najit inverzni zobrazeni uréené inverzni matici Q1.

Jelikoz w™! = @, pojdme zkusit, zda Q neni hledanou inverzni matici.
Lemma: Q- Q = n - E, kde E je jednotkova matice.

Diikaz: Dosazenim do definice a elementdrnimi ipravami:

n—1 n—1 n—1
(Q-Q) =) Q- Q= W' wlF=) ' o
/=0 £=0 =0

n—1 n—1 n—1
_ § wﬂ . (w—l)ék _ § w]é .w—ék _ § w(]—k)é.
=0 =0 £=0

To je ovSsem geometrickd fada. Pokud je j = k, jsou vSechny ¢leny fady jednicky,
takze se se¢tou na n. Pro j # k pouzijeme znamy vztah pro soucet geometrické fady
s kvocientem ¢ = w?F:

S , ¢t -1 wUTRn g 0
q = — = s — = .
P q—1 w? 1

Posledni rovnost plati diky tomu, ze wU—F" = (w")7~F = 17F = 1, takze Citatel
zlomku je nulovy; naopak jmenovatel urcité nulovy neni, jelikoz w je primitivni a
0<|j—kl<n. Q@
Disledek: Q! = (1/n) - Q.

Matice € tedy je regularni a jeji inverze se kromé vydéleni n 1isi pouze kom-
plexnim sdruzenim. Navic @ = w™! je také primitivni n-tou odmocninou z jednicky,
takze az na faktor 1/n se jednd opét o Fourierovu transformaci, kterou mizeme
spoditat stejnym algoritmem FFT. Shriime, co jsme zjistili, do néasledujici véty:
Véta: Je-li n mocnina dvojky, lze v éase ©(nlogn) spoditat diskrétni Fourierovu
transformaci v C” i jeji inverzi.
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Tim jsme také doplnili posledni ¢ast algoritmu na nasobeni polynomu:

Véta: Polynomy velikosti n nad télesem C lze nasobit v ¢ase O(nlogn).

V obou vétach pritom c¢inime predpoklad, Zze zakladni operace s komplexni-
mi ¢isly umime provést v konstantnim case. Pokud tomu tak neni, stac¢i slozitost
vynasobit slozitosti jedné operace.

Dalsi pouziti FFT: Dodejme jesté, Ze Fourierova transformace se hodi i k jinym
vécem nez k nasobeni polynomi. Své uplatnéni nachazi i v dalsich algebraickych
algoritmech, tieba v nasobeni velkych ¢isel (lze se dostat az ke slozitosti ©(n)).
Mimo to skyta i lecjaké fyzikalni aplikace — odpovida totiz spektralnimu rozkladu
signalu na siny a cosiny o ruznych frekvencich. Na tom jsou zaloZzeny naptiklad
algoritmy pro filtrovani zvuku, také pro kompresi zvuku a obrazu (MP3, JPEG)
nebo rozpoznavani reci.

Paralelni implementace FFT

Zkusme si jesté prubéh algoritmu FFT znazornit graficky Na levé strané nasle-
dujiciho obréazku se nachazi vstupni vektor xg, ..., z,—1 (v néjakém pofadi), na pra-
vé strané pak vystupni vektor yo,...,Yyn—1. Sledujme chod algoritmu pozpatku:
Vystup spocitdme z vysledk ,polovi¢nich“ transformaci vektora zg,xa,...,Tp—2
a x1,73,...,2Z,_1. Cerné krouzky piitom odpovidaji vypo¢tu linedrni kombinace
a 4+ wkb, kde a,b jsou vstupy krouzku a k néjaké pfirozené ¢islo zavislé na poloze
krouzku. Kazda z polovi¢nich transformaci se pocita analogicky z vysledku transfor-
mace velikosti n/4 atd. Celkové vypocet probihd v log, n vrstviach po ©(n) operacich.

Vstup velikosti 8

0 + W40 0 +W2o g

000 Yo=So + W*I,

100 yi=S; + Wil
010 Y2=S; + W,
110
001

Ys=S; - W,

Ye=S, - W2*I,

Y7=S3 - Wy

log n

Priklad pribéhu algoritmu pro vstup velikosti 8

Na obrazek se také mizeme divat jako na schéma hradlové sité pro vypocet
DFT. Krouzky jsou pfitom ,hradla“ pracujici s komplexnimi ¢isly. VSechny operace
v jedné vrstvé jsou na sobé nezavislé, takze je sit pocita paralelns. Sit proto pracuje
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v ¢ase ©(logn) a prostoru ©(n), opét pfipadné ndsobeno slozitosti jedné operace
s komplexnimi ¢isly

Cviceni: Dokazte, Ze permutace vektoru xg,...,Z,_1 na levé strané hradlové sité
odpovida bitovému zrcadleni, tedy Ze na pozici b shora se vyskytuje prvek x4, kde d
je c¢islo b zapsané ve dvojkové soustavé pozpatku.

Nerekurzivni FFT

Obvod z predchoziho obrazku také mizeme vyhodnocovat po hladinach zleva
doprava, ¢imz ziskdme elegantni nerekurzivni algoritmus pro vypocet FFT v Case
©(nlogn) a prostoru O(n):

Algoritmus FFT2

Vstup: xg,...,Tn—1
1. Pro k = 0,...,n — 1 polozime yi < z,(), kde r je funkce bitového
zrcadleni.
2. Pfedpocitame tabulku hodnot w®, w?!, ..., w™ L

3.b+ 1 (velikost bloku)

4. Dokud b < n, opakujeme:

5 Pro j =0,...,n — 1 s krokem 2b opakujeme: (zacdtek bloku)
6 Pro k=0,...,b— 1 opakujeme: (pozice v bloku)

7. o wnk/2b
8

. (Yjtk> Yjrkad) < Witk + O Yjghab, Yidk — Q- Yjphtd)-
9. b+« 2b

Vy/Stup: Yo, -3 Yn—1
FFT v koneénych télesech

Nakonec dodejme, ze Fourierovu transformaci lze zavést nejen nad télesem
komplexnich ¢isel, ale i v nékterych konec¢nych télesech, pokud zaruéime existenci
primitivn{ n-té odmocniny z jednic¢ky. Napiiklad v télese Z, pro prvoéislo p = 2% +1
plati 28 = —1, takze 228 =1 a 20,21, ..., 22%~1 jsou navzajem rfizna. Cislo 2 je tedy
primitivni 2k-t4 odmocnina z jedné. To se ndm ovSem nehodi pro algoritmus FFT,
nebot 2k bude malokdy mocnina dvojky.

Zachrani nas ovem algebraickd véta, ktera ¥ikd, ze multiplikativni grupa(®
libovolného konecného télesa Z, je cyklicka, tedy zZe vSechny nenulové prvky téle-
sa lze zapsat jako mocniny néjakého ¢isla g (generatoru grupy). Jelikoz mezi ¢isly
g, g%, ..., g" ! se kazdy nenulovy prvek télesa vyskytne pravé jednou, je ¢ primitivni
p-tou odmocninou z jednicky. V praxi se hodi napiiklad tyto hodnoty:

op = 21611 = 65537, g = 3, takze funguje w = 3 pro n = 26
(analogicky w = 32 pro n = 2% atd.),

e p=15-22741=2013265921, g = 31, takze pro n = 227 dostaneme
w = ¢'® mod p = 440 564 289.

(1) To je mnozina viech nenulovych prvki télesa s operaci nasobeni.

8 2012-02-12



op =3-230 41 = 3221225473, g = 5, takie pro n = 239 vyjde
w = g3 mod p = 125.

Blizsi prizkum naSich tvah o FFT dokonce odhali, Ze neni ani potfeba té-
leso. Postaci libovolny komutativni okruh, ve kterém existuje ptislusna primitivni
odmocnina z jednicky, jeji multiplikativni inverze (ta ovSem existuje vzdy, protoze
w™! = w"™1) a multiplikativn{ inverze ¢isla n. To ndm poskytuje jesté daleko vice
volnosti nez télesa, ale neni snadné takové okruhy hledat.

Vyhodou téchto podob Fourierovy transformace je, ze na rozdil od té klasické
komplexni nejsou zatiZeny zaokrouhlovacimi chybami (komplexni odmocniny z jed-
nicky maji obé slozky iraciondlni). To se hodi napfiklad ve zmitiovanych algoritmech
na néasobeni velkych ¢isel.

Cviceni
1. O jakych vlastnostech vektoru vypovidd nulty a (n/2)-ty koeficient jeho Fourie-

rova obrazu (vysledku Fourierovy transformace)?
2. Spocitejte Fourierovy obrazy nasledujicich vektoru z C™:

° (x,...,2)

o (1,-1,1,-1,...,1,-1)
o (W0 whw? . .. W)
o (WO w?wt . .. w2

3. Rozsifenim vysledkd z predchoziho cviceni najdéte pro kazdé j vektor, jehoz
Fourierova transformace ma na j-tém misté jednicku a vsSude jinde nuly. Z toho
lze pfimo sestrojit inverzni transformaci.

4. Ukazte, ze je-li x redlny vektor z IR"™, je jeho Fourierova transformace y = F(x)
antisymetrickd: y; = ¥,—; pro vSechna j.

5. Podobné ukazte, ze Fourierova transformace kazdého antisymetrického vektoru
je realna.

6* Uvazujme redlnou funkci f definovanou na intervalu [0, 27). Pokud jeji hodno-
ty navzorkujeme v n pravidelné rozmisténych bodech, ziskdme vektor f € R"™
o slozkach f; = f(2mj/n). Jak vypada Fourierova transformace tohoto vektoru
pro nasledujici funkce?

e " pro k€ N
® coskx
® sin kx

7* Pomoci pfedchoziho cviceni dokazte, Ze libovolnou redlnou funkci na [0, 27) exis-
tuje linedrni kombinace funkei sin kz a cos kx, kterd pfi vzorkovani v n bodech
neni od zadané funkce rozlisitelna.

Pfesnéji feceno, pro kazdy vektor f € R"™ existuji vektory a,b € R” takové, ze
plati:

2jkm

= 2jkm
f, = ay, si
i Z K Sin " + by, cos
k=0
Koeficienty ay a by lze pfitom snadno ziskat z Fourierova obrazu vektoru f.
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Napovédy ke cviéenim

6. Sinus a cosinus muzete zapsat jako linedrni kombinaci dvou komplexnich expo-
nencial.
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