1. Uvodni ptiklady, definice RAM

Priklad: REPORTAZ

Novinar mé za ukol za rok napsat reportdz o pracovnich podminkach v jedné
nejmenované firmé. Musi tedy vyzkousSet co nejvice pracovnich pozic. Chce ale, aby
se mu neustale zvysoval plat. Firma v riznych ¢asech vypisuje pracovni mista.

Receno matematicky, mame zaddnu posloupnost p1, ..., p, realnych ¢isel a hle-
dame v ni nejdelsi ostfe rostouci vybranou podposloupnost.

Jak muzeme takovy problém fesit?

Podle definice: budeme generovat vSechny podposloupnosti a testovat, jestli
jsou rostouci. Podposloupnost muzeme popsat charakteristickym vektorem, coz je
posloupnost nul a jednicek, kde na i-té pozici je 1, pravé kdyz podposloupnost obsa-
huje i-ty ¢len pavodni posloupnosti. Charakteristické vektory odpovidaji binarnim
zapistim Cisel 1 az 2" kde n je pocet vypsanych praci.

Charakteristické vektory mizeme generovat napiiklad tak, Ze si cifry bindrniho
¢isla budeme udrzovat v poli a budeme pfi¢itat 1. Po hlubsich tvahéach (zvidavi
hledejte pojem amortizovana éasova slozitost) zjistime, Ze na jedno pficteni jednicky
potfebujeme primérné konstantné mnoho operaci.

Nyni nas bude zajimat kolik fadové provedeme krokt. VSech charakteristickych
vektord je 2". Pro kazdy zkontrolujeme, jestli je podposloupnost rostouci, coz zabere
n kroku. Celkem tedy provedeme fadové 2" - n kroku.

Rekurzivné: vytvorme funkci, ktera dostane zacatek posloupnosti a najde vsech-
na rozsifeni na rostouci podposloupnost. Zajima nas ale jen nejdelsi podposloupnost,
polozme tedy f(i1, ...,ir) := maximani délka rostouci podposloupnosti navazujici
na iy, ..y Ty, -

Probereme vSechna j od i; + 1 do n a pro kazdé j takové, ze x; > z;,, na-
stavime maximum m < max(m, f(i1, ..., i, J) + 1). Jako vysledek funkce vrati m.
Na zacatek posloupnosti pfiddme —oo a zavolame f(0).

1.Proj=ir+1ton

2. Kdyz z; > z;,
3. m < max(m, f(i1,..., i, J) + 1)
4. Vrat m

Nejhorsim pripadem je rostouci posloupnost, na které nase funkce vykond fa-
dové 2™ krokd.

Zamysleme se, jestli potfebujeme prvnich k—1 parametri. Pokrac¢ovani podpo-
sloupnosti mtze ovlivnit poze posledni parametr funkce f. Zjednodusime tedy volani
funkce a misto f(i1,...,i;) budeme volat f(ig).

Rekurze s blbenkou: f(i) bude voldna mnohokrat pro stejné i. Nejlépe je to
vidét na piikladu rostouci posloupnosti, kde je f(i) voldna po kazdém zavolani f(5)
kde j < 1.

V poli X si pamatujeme vysledky funkce f pro jednotliva i, tedy pole X obsa-
huje na pozici ¢ hodnotu f (7).
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Cvigeni: ukazte, ze algoritmus vykond fadové n? operaci a spotiebuje n bunék
paméti.
Bez rekurze: vSimnéme si, ze spo¢itat f(n) je velmi snadné (f(n) = 0).

1. f(n)=0

2.k=n-1...0

3. f(k)=0

4. j=k+1...n

5. Kdyz Tj > Tk

6. F(k) = max(f(k), () + 1)

Rychlost jsme nezvysili, dokonce ani pamét jsme neuset¥ili, ale zbavili jsme se
rekurze.

Prevést ulohu na grafovou je standardni informaticky trik. Vrcholy jsou éis-
la V :={1,...,n}, hrana (4,j) € E =i < j & x; < z;. Cesty v tomto grafu
odpovidaji vybranym rostoucim posloupnostem a my hledame nejdelsi cestu v acyk-
lickém grafu, coz umime (budeme umét) linedrné s velikosti grafu. Hran mize byt
az |E| = (g) ~ n?. Cimz jsme dostali dal$i kvadraticky algoritmus.

Datovd struktura: béhem semestru pozname Sikovnou datovou strukturu, kte-
r4 obsahuje uspofddané dvojice redlnych ¢isel (z,y), kde = je kli¢ a y hodnota.
Po této struktufe budeme chtit aby uméla vlozit dvojici Insert(z,y) a dotaz Query:
Query(t):= max{y | Iz >t : (x,y) je ve struktuie}.

Postupujeme podobné jako v algoritmu Bez rekurze s tim rozdilem, ze kro-
ky 4 az 6 za nas udéla datova struktura. Pro kazdé k zavolame Insert(x;, f(j)) a
Query(xp41). Obé trvaji fadové logn, struktura ndm vrati nejvétsi hodnotu f(j)
pro dané zj41.

Provedeme tedy radové n - logn kroki, coz je nejlepsi znamé reseni.

Algoritmus

Na pfistich pfedndskach budeme studovat algoritmy a jejich vlastnosti. Co ale
algoritmus doopravdy je? Jak ho definovat? Zadna pofadna definice algoritmu nee-
xistuje. Pro nas bude algoritmus program v néjakém jazyce na néjakém vypocetnim
stroji (viz definice RAM).

Churchova teze: v8echny definice algoritmi jsou ekvivalentni. Toto neni oprav-
dovéa véta, spis vyjadiuje, Ze vSechny rozumné definice algoritmu definuji v podstaté
to samé.

Model RAM

V predchozi ¢asti jsme mluvili o vypodetnim modelu, pojdme tedy néjaky nade-
finovat. Vypocetnich modelu je vice, my vybereme jeden pomérné blizky skuteénym
pocitactm.

Definice: Random Access Machine (RAM)

RAM pocita jen s celymi ¢isly (déle jen éisla). Znaky, stringy a podobné repre-
zentujeme ¢isly, jejich posloupnostmi atd. Pamét je tvofena butikami, které obsahuji
éisla. Paméfové buriky jsou adresované taktéz cisly. Program samotny je konecné
posloupnost instrukei (také opatfenych adresami) nésledujicich druhi:
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(kde X,Y jsou néjaké operandy)

® Datové presuny X <- Y

e Aritmetické, logické a bitové: X <-Y & Z
@ € {+,—, *,div,mod, &, |, <<, >>} kde &, | znamenaji logické and
a or, <<, >> znamenaji bitovy posun vlevo a vpravo.

e Ridici: skok goto Z, podminény skok Kdyz X <Y goto Z, zastaveni
programu halt.

Operandy:

¢ Konstanty (1,2, ...)

e Adresované ptimo — [konst.] — budeme pouzivat pismena A-Z jako
aliasy pro buiiky paméti —1 az —26 (tedy A=[-1]), které nazyvame
registry a budou nam slouzit jako proménné (samozfejmné nejen
ony).

e Adresované nepiimo — [[konst.]]

MizZeme se chtit podivat na adresu, kterou mame uloZenou v néjaké
buiice, podobné jako pointery v C.

Samotny vypocet probiha takto:

1. Do smluvenych bunék umistime vstup, obsah zbylych pamétovych bu-
nék neni definovan.

2. Provadime program po instrukcich, dokud nedojdeme k haltu nebo
konci programu.

3. Pokud se program nezacyklil, tedy pokud skon¢il, ze smluvenych bunék
precteme vystup.

Miry slozitosti

1. RAM s jednotkovou cenou: ¢as = # instrukci pfi daném vstupu,

prostor = # bunék do kterych algoritmus asponi jednou zapsal bé-
hem vypoctu.
Toto neni moc dobry napad, protoZe neni nijak penalizoviana na-
ptiklad prace s velmi dlouhymi ¢isly — pofad je to jedna instrukce,
takze cena je stejné, ale pocitace se tak prece nechovaji. Velikost ¢i-
sel ale konstantou (tfeba 32 bitl) omezit nesmime, protoze bychom
omezili pamét (¢isly ji adresujeme) a co hif i moznou velikost vstu-
pu.

2. RAM s logaritmickou cenou: cena instrukce = # bitl zpracovava-
nych ¢isel, prostor = # bitl vSech pouzitych bunék. To je teoreticky
presné, ale dost nepraktické (ve vSech slozitostech by byly spousty
logaritmi).

3. RAM s omezenymi ¢isly: jednotkova cena instrukci, ale ¢isla omezi-
me néjakym polynomem P(n), kde n je velikost vstupu. Tim zmizi
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paradoxy prvniho modelu, ale mizeme adresovat jen polynomialni
prostor (to ndm ovsem obvykle nevadi).

Nadale budeme predpokladat tfeti zminény model.

Definice:

e Cas béhu algoritmu t(z) pro vstup x méfime jako sumu castl in-
strukci, které program provedl pfi zpracovani vstupu x. Pokud se
pro dany vstup program nezastavi berme t(z) = +oc.

® Prostor béhu algoritmu s(z) je analogicky pocet pamétovych bunék
pouzitych pfi vypoctu se vstupem .

Chceme zavést miru ¢asové a prostorové naro¢nosti programu zvanou slozitost. Slo-
zitost je maximum délky béhu pres vSechny vstupy urcité délky.

® MnoZina moznych vstupu X
® Délka vstupu je funkce [ : X — IN
e Casovd sloZitost (v nejhorsim ptipads) je:

T(n) := max{t(z) | z je vstup délky n}.
® Prostorovd sloZitost (v nejhor$im ptipadé) je:
S(n) := max{s(z) | = je vstup délky n}.

Podobné muzeme zavést i slozitost v nejlepSim a pramérném piipadé, ale ty
budeme pouzivat jen ziidka.

2. Slozitost, grafové algoritmy (zapsal Martin Koutecky)

Model RaMm

Pfi analyze algoritmu bychom chtéli néjak popsat jeho slozitost. Abychom moh-
li udélat toto, potfebujeme nejprve definovat vypocetni model. Vypocetnich modela
je vice, my vybereme jeden pomérné blizky skutecnym pocitacim:

Definice: Random Access Machine (RAM)

RAM pocita jen s celymi ¢isly — znaky, stringy a podobné reprezentujeme ¢isly,
jejich posloupnostmi atd. Pamét je tvorena butikami, které obsahuji ¢isla. Pamétové
buriky jsou adresované taktéz Cisly. A program samotny je kone¢na posloupnost
instrukei nasledujicich druhu:

e Aritmetické a logické: X <-Y & Z,® € {+, —, x,div,mod, &, |, <<
,>>}

e Ridici: goto label, halt

® Podminky: pro libovolnou nepodminénou instrukci mdzu pouzit
if X <Y ==> instrukce

Poznamka (operandy):

4 2011-07-31



e Konstanty (1, 2, ...)

e Adresované piimo — M[konst.] — budeme pouzivat pismena A-Z jako
aliasy pro butiky paméti —1 az —26, které nazyvame registry. (tedy
A=M[-1])

e Adresované nepiimo — M[M[konst.]] — budeme pouzivat zkratku
[[konst.]]

Samotny vypocet probiha takto:

1. Do smluvenych bunék umistime vstup, obsah zbylych pamétovych bu-
nék neni definovan.

2. Provadime program postupné po instrukcich, dokud nedojdeme k haltu
nebo konci programu.

3. Pokud se program nezacyklil, tedy pokud skon¢il, ze smluvenych bunék
preCteme vystup.

Slozitost

Jak dobfe popsat slozitost?

1. RAM s jednotkovou cenou: Cas =~ #instrukci, prostor ~ maxim4al-
ni ¢islo buniky minus minimélni ¢islo bunky pouzité pii vypoctu.
Toto neni moc dobry napad, protoZe neni nijak penalizoviana na-
priklad prace s velmi dlouhymi ¢isly — pofad je to jedna instrukce,
takze cena je stejnd, ale pocitace se tak prece nechovaji. Velikost
C¢isel ale omezit nesmime, protoze bychom omezili pamét (¢isly ji
adresujeme).

2. RAM s logaritmickou cenou: cena instrukce ~ #bitt zpracovava-
nych Cisel, prostor ~ # bit vSech pouzitych bunék. To je teore-
ticky presné, ale dost nepraktické (ve vSech slozitostech by byly
logaritmy).

3. RAM s omezenymi c¢isly: jednotkova cena instrukci, ale ¢isla omezi-
me né&jakym polynomem P(n). Tim zmizi paradoxy prvniho mode-
lu, ale mZeme adresovat jen polynomidlni prostor (to ndm ovSem
obvykle nevadi).

Nadale tedy budeme predpokladat tfeti zminény model.
Definice:
e Cas béhu algoritmu t(x) pro vstup r méfime jako sumu ast pro-
vedenych operaci, které program provedl pfi zpracovani vstupu x.

® Prostor béhu algoritmu s(z) je analogicky pocet pamétovych bunék
spotfebovanych pfi vypoctu se vstupem x.

e Casovd sloZitost (v nejhorsim ptipade) je:
T(n) := max{t(x); x je vstup délky n}.
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® Prostorovd slozitost (v nejhorsim ptipadé) je:
S(n) := max{s(z);x je vstup délky n}.

Nyni zkusime zanalyzovat néjaky konkrétni algoritmus. Vezméme napfiklad
fazeni pomoci pfimeho vybéru (selection sort). Na vstupu dostaneme pocet ¢isel n
(v registru N), v buiikdch 1,...,n je nesetfidéna posloupnost ¢isel. Ta pak tfidime
nasledujicim algoritmem zapsanym v pseudokddu:

1. Proi=1 do n:

2. J 1

3. Pro k =i do n:

4. Jelli[k] < [j]=j <« k
5. [i] prohodime s [j].

Jak by takovy algoritmus vypadal zapsany v instrukcich RAM? Budeme muset
pouzit navésti a goto misto cykld, jména registri misto proménnych a tfeba proho-
zeni musime provést pfes tieti proménnou. Néjak takto:

I<-1

LOOP: J <=1
M<-1I

MIN: IF [J]>=[M] ==> GOTO NEXT
M<-1J

NEXT: J <= J+1
IF J<=N ==> GOTO MIN
X <- [I]
[1] <- M]
M] <- X
I <- I+1
IF I<=N ==> GOTO LOOP

Pojdme se podivat, jaké je Casovéa sloZitost jednotlivych ¢asti algoritmu. Cyklus
MIN provede za pruchod 3 nebo 4 instrukce, ale zajima nas nejhorsi pripad, takze 4.
Zavola se (N — I + 1)-krét, tedy celkem provede 4 - (N — I + 1) instrukei.

Mimo cyklu MIN je v LOOP jesté 7 instrukci, tedy cely LOOP provede 4- (N — I+
1)+ 7 =4(N —1) + 11 instrukeci.

Celkové se dostavame k souc¢tu

N(N

N
-1
1+(Z4(N—I)+11):1+11N+4'T):2N2+9N+1.
I=1

Na multiplikativnich konstantich ale nezalezi — Na realnych strojich se ceny
jednotlivych (pro nas jednotkovych) instrukei stejné lisi, takZe nemé cenu se mul-
tiplikativnimi konstantami zabyvat (alespon pfi prvnim pfiblizeni k problému).

IN2 4+ 9N +1~ N2+ N
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Navic asymptoticky pomalejsi funkce nakonec pro velké N vzdy prohraje. Tim
padem nezalezi ani na ¢lenech nizgich radu:

N2+ N~ N?

Kdyz uz toto vime, mizeme zanedbavat konstanty pribézné: N cykld po
~ N krocich = ~ N2 kroki. To nés vede k zavedeni tzv. asymptotické notace:

Asymptoticka notace

Definice: Pro funkce f,g : N — R™ fekneme, 7ze f je O(g) pravé tehdy, kdyz Jec >
0:V*neN: f(n) <c-g(n). Zde ¥*n € N je zkratka za ,Ing € N : Vn > no“, tedy
»,pro vsechna n az na koneéné mnoho vyjimek.*
Poznamka: O-notace tedy vyjadiuje, Zze funkce f je skoro vSude mensi nebo nejvyse
rovnd néjakému redlnému nasobku funkce g. Ackoliv zapis vypadd jako rovnost,
rozhodné neni symetricky: naptiklad plati logn = O(n), ale neplati n = O(logn).
Formalné by bylo lepsi povazovat O(g) za tiidu funkci, pro které plati, ze se daji
shora odhadnout kladnym nasobkem funkce g, a psat tedy f € O(g), ale zvyk je
bohuzel zZelezné kosile.
Priklady: 2,5n% = O(n?), 2,5n% + 30n = O(n?).
Také plati:
O(f) +0(g) € O(f +9),

¢imz myslime, Ze pokud vezmeme libovolnou f/ = O(f) a ¢’ = O(g), bude f' + ¢’ =
O(f +g). To plati, jelikoz skoro vSude je f' < cf, ¢ < dg,atedy f'+¢ <cf+dg <
(c+d)(f+9)
Cviceni: Ukazte, Ze:

* O(f)-O(9) =0O(f - 9),

© O(f +g) = O(max(f, g)),

® O(n?) + O(n) = O(n? +n) = O(n?).

O-notace popisuje horni odhad asymptotického chovani funkce. Mnohdy vsak
potiebujeme také odhadnout funkci zespodu (chceme-li Fici, Ze algoritmus potiebuje
alespon n&jaké mnozstvi ¢asu nebo paméti), pfipadné z obou stran:

Definice:
e f=Q(9)=Fe>0:V*"neN: f(n) >c-g(n).
Q-notace tedy fika, ze hodnota funkce f je vzdy stejnd nebo vyssi
nez néjaky c-nasobek funkce g, a tedy g = O(f).
*f=06()=f=0gA[f=9g)
nebo vyfecnéji:
f=0(g =3c,c2>0:V"neN:c-g(n) < f(n) <ez-g(n) To
znamena, ze existuji nezaporné realné konstanty cy, co takové, Ze se
funkce f(n) d& ohrani¢it ¢1- a ca-ndsobkem funkce g(n).
Poznamka: Ona rovnost je dost zavadéjici. Neni to totiz rovnost, neni to symetrické.

Jiny, mozna rozumnéjsi pohled, je zavedeni O(g) jako mnozZiny. Pak by se dalo psat
f € O(g), nebo tieba O(n) C O(n?).
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Porovnani rastu funkci: (aneb jak moc mame algoritmy radi podle jejich chovani
od nejlepsich k nejhorsim)

® O(1)... funkce zespoda i shora ohrani¢ené konstantami

* O(log (logn))

e O(logn) ... logaritmickd

® ©(n°),e € (0,1) ... sublinedrni

® O(n) ... linedrni

e O(n?) ... kvadraticka

e O(n*) ... polynomidlni

e ©(2") ... exponencidlni pti zakladu 2

® O(3™) ... exponencialni pfi zakladu 3

e ©(k™) ... exponencidlni pii zdkladu k > 1
e O(n!) ... faktoridlova

e O(n")

e ... nekoneéné mnoho dalsich t¥id (i mezi témi vySe uvedenymi)

Pozndmka: Pokud se v odhadu slozitosti vyskytne logaritmus (jinde nez v exponen-
tu), nezalezi na tom, jaky mé zéklad, protoze plati:

-log,n,

kde 1/log, k je jen konstanta, takze ji muzeme ,schovat do O¥.
Piiklad: Select sort (rozebrany vyse): Kdyz jej pustime na n ¢isel, pak ¢asov slozitost
je T'(n) = ©(n?) a prostorova S(n) = O(n).

Uvod do grafovych algoritmt

Dalsi dulezitou a zajimavou kapitolou jsou grafové algoritmy. Napiiklad nasle-
dujici piiklady lze (i kdyZ to tak obcéas na prvni pohled nevypadd) Fesit néjakym
grafovym algoritmem:

e Mam mapku silniéni sité, v ni mista (vrcholy) oznacend ,,Doma‘
a ,Skola“. Dostanu se do $koly (lezi ve stejné komponenté souvis-
losti)? Dostanu se do Skoly, kdyZ v zimé napadne hodné snéhu a
nékteré cesty budou neprijezdné? A jaky nejkratsi tsek cest musi
silni¢ari prohrnout, aby byla vSechna mista na mapé dostupna?

e Méjme hlavolam ,,Lloydova devitka“ — krabicku 3 x 3 se ¢tverecky
oznacenymi ¢isly od jedné do osmi a jednou mezerou, ¢tverecky jsou
zamichané a nasim tikolem je spravné je sefadit pomoci presouvani
¢tverecki sousedicich s mezerou do této mezery. Jak to udélat? Ko-
lik nejméné krokd ndm na to staci? Jde to vibec se zaddnim, které
jsme dostali?

e Jaké je nejkratsi (kladné, celé) ¢islo v desitkové soustavé zapsané
jen ¢islicemi 1, 0, které je délitelné t¥inacti? Nakreslime orientovany
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graf s vrcholy 0 az 12 a hranami (x,y), y = 10- zmod 13 a y =
(10-z+1) mod 13 (z kazdého vrcholu vychazi jedna hrana za piidani
Cislice 1 a dalsi za ¢islici 0). Hledané éislo existuje pravé tehdy, kdyz
graf obsahuje orientovany sled z 1 do 0. Jakym algoritmem takovy
sled najdeme?

Podobné a dalsi ilohy budeme fesit v nasledujicich kapitolach.

3. Prohledavani grafu

Prohledani do sitky Breadth-First Search — BFS

Jde o grafovy algoritmus, ktery postupné prochéazi vsechny vrcholy v dané kom-
ponenté souvislosti. Algoritmus nejprve projde vsechny sousedy pocate¢niho vrcholu,
poté sousedy sousedii, atd. .. Diky tomuto zptisobu prochéazeni se nékdy téz nazyva
walgoritmus viny®, nebot se z podateéniho vrcholu $i¥ pomyslnd vlna, kterd v kazdém
kroku nalezne vSechny uzly, které maji od poc¢ateéniho vrcholu stejnou vzdalenost.
Algoritmus se tedy skvéle hodi naptiklad pro hledédni nejkratsi cesty mezi dvéma
vrcholy v grafu.

Zatim predpokladejme, ze graf, se kterym pracujeme, je orientovany. Oriento-
vanou hranu (u,v) z u do v budeme obvykle zkracovat jako uv. Pro neorientované
grafy bude vSe obdobné.

Praseci graf a prichod vlny skrz néj

Popis algoritmu: Na zacatku vlozime do fronty @) pocatecni vrchol vy. Déle si v poli Z
budeme pro kazdy vrchol pamatovat znacku, zda jsme ho jiz navstivili (Z[v] = 1),
¢ nikoli (Z[v] = 0). Na poc¢atku jsou vSechny znacky nulové, jen vrchol vy, ktery je
oznacen a vlozen do fronty.

V kazdém dalsim kroku pak zkouméme frontu Q: pokud neni prazdné, vez-
meme z ni prvni vrchol u a podivime se na vSechny vrcholy v, do nichz z u vede
hrana. Pokud sousedi je$té nejsou oznaceni, tak je oznaCime a ptriddme je do fronty
k néslednému zpracovani. Toto opakujeme, dokud neni fronta préazdna.
Algoritmus:

1. Q — {Uo}.
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2. Z[¥] < 0, Z[v] + 1.
3. Dokud @ # 0 opakujeme:

4. Vyzvedneme vrchol u z Q.
d. Yo :uv € E:
6. Je-li Z[v] = 0 = Z[v] + 1, pfiddme v do Q.

Pozorovani: BFS se zastavi.

Dikaz: Zpracovavame jen vrcholy, které byly ve fronté. Kazdy vrchol se dostane
do fronty maximalné jednou. (Kazdy je oznafen max. jednou, znacky neodstraiiuje-
me.)

Lemma: BFS(vg) oznadi v pravé tehdy, kdyz existuje cesta z vg do v.

Dikaz: ,—“: Plati jako invariant po celou dobu béhu algoritmu. To dokézeme
indukci dle doby béhu algoritmu:

Prvni krok indukce je trividlni, nebot cesta z vy do vg existuje vzdy. Nyni si
predstavme, Ze oznacujeme vrchol v pres hranu uv. To znamend, ze vrchol u jiz
musel byt oznaceny. Dle indukéniho predpokladu tedy existuje cesta z vy do u, a
tudiz pokud k této cesté ,prilepime“ hranu uv, dostavame sled z vy do v, ktery lze
vzdy zredukovat na cestu.

»,<—=" Sporem: Necht existuje neoznaceny vrchol v dosaZzitelny po néjaké cesté
z vg. Uvazme nejkratsi cestu (vg,v): vg, v1...,vr = v a vezméme minimélni ¢ takové,
Ze v; neni oznaeny. Vime, Ze i > 0 (nebof vy je ur¢ité oznafen uz na zacatku
algoritmu). TudiZ v;—1 je oznaleny. P¥i oznaceni jsme ho ovsem pfidali do fronty,
takZe jsme ho z fronty museli pozdéji zase vyjmout. P¥i tom jsme ovSem museli
objevit hranu v;_1v; a oznacit vrchol v;, coz je spor. @

Nyni tedy vime, Ze algoritmus je spravny, a mame predstavu o tom, jak funguje.
Podivame-li se na néj podrobnéji, zjistime, ze je hodné zavisly na tom, jak si budeme
graf pamatovat. Zanedlouho zaroven zjistime, Ze nam reprezentace grafu v paméti
znatelné ovlivni ¢asovou (i pamétovou) slozitost celého algoritmu.

Reprezentace grafu v paméti

Megjme néjaky orientovany graf G s n vrcholy a m hranami. Jak ho reprezen-
tovat?

Vrcholy mtzeme ocislovat od 1 do n. Pro ulozeni hran méme na vybér hned
nékolik zpusobt. Pfedvedeme si je na grafu z néasledujiciho obrazku:

A B

C D
Ukazkovy graf
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1. matice sousednosti

Matice sousednosti pro graf G na n vrcholech je ¢tvercova matice A o rozmérech
n x n, takové, ze A; ; popisuje, jestli z vrcholu ¢ do vrcholu j vede hrana (4;; = 1)
nebo nikoliv (4; ; = 0).

Nas graf z obrazku vyse by tedy v maticové reprezentaci vypadal takto:

SQwe

—o oo
~oor W
coo= Q
orRrrFROo U

S touto matici se pracuje velmi snadno, napf¥. vSechny sousedy i-tého vrcholu
zjistime jednoduse tak, Ze projdeme i-ty fadek matice a najdeme vSechny jednicky.
M4 ovSem dvé zFejmé nevyhody: ¢asovou a pamétovou slozitost. Projiti soused jed-
noho vrcholu trvéa vzdy ©(n), projiti sousedii pro v8echny vrcholy (coZ potfebujeme
v BFS) pak trva ©(n?). Velikost matice je vzdy n x n, bez ohledu na to, jak ,Fidky“
je graf. U grafu s mnoha vrcholy, ale s malym poc¢tem hran, tedy budeme zbytec¢né
plytvat mistem v paméti. Tato reprezentace je tedy nevyhodné predevsim pro tiidy
grafl, jako jsou stromy, které maji n— 1 hran, nebo rovinné grafy, které maji nejvyse
3n — 6 hran.

Pozorovéani: BFS s reprezentaci matici sousednosti bézi v ¢ase: O(n?).

Diikaz: Uz jsme si uvédomili, Ze kazdy vrchol se dostane do fronty @ nejvyse jednou.
Pro kazdy vrchol ve fronté potfebujeme projit jeho sousedy, coz ndm trvéa s reprezen-
taci matici sousednosti ©(n). Vrcholi je celkem n, tedy ¢asova slozitost je ©(n?). O

2. seznam sousedu

V matici sousednosti jsme museli prochézet jak hrany, tak nehrany, coz bylo
zbytecné. Bylo by tedy vyhodnéjsi pamatovat si pro kazdy vrchol pouze jeho sousedy.
To muzeme zafidit naptiklad jednim ze dvou nasledujicich zpusobii:

Uchovavejme pole indexované vrcholy tak, ze v kazdém prvku pole je ukazatel
na spojovy seznam sousedll tohoto vrcholu. Tedy L(v) = {w : vw € E(G)}.

Pokud se nam nebude chtit pracovat se spojovymi seznamy, miZzeme vyuzit re-
prezentaci pomoci dvou poli. Prvni pole V' bude opét indexované vrcholy. V druhém
poli E budou pro kazdy vrchol uloZeni jeho sousedé. V poli V' si pamatujeme pro
kazdy vrchol 7 index do pole E, kde zacinaji jeho sousedé, a navic dodefinujeme, Ze
VIn + 1] = m + 1. K sousedtim vrcholu ¢ se pak jiz dostaneme snadno — nalezneme
je na pozicich V[i],..., V[i +1] — 1.
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A BCD
v]3lafs]7]

& [B[C[D[D][A]B]

Znézornéni poli seznamu sousedi

Na tuto reprezentaci uz sta¢i prostor ©(n + m), coz uz je, na rozdil od pfed-
choziho kvadratického prostoru, docela ptijemné.
Pozorovani: BFS s reprezentaci seznamem sousedt bézi v ¢ase O(n + m).
Dikaz: Algoritmus zpracuje kazdy vrchol nejvysSe jednou a stravi jim c¢as linedrni
v poctu odchozich hran, tedy ©(deg™ (v)). Casova sloZitost celého algoritmu tedy
éini:

O|n+ Z deg” (v) | = O(n+m).
veV(G)

V)

3. orakulum

Dalsi moznosti reprezentace je jakési orakulum, které nam na pozadani fekne
(spo¢itd), kam vedou hrany z daného vrcholu. To se hodi napfiklad tehdy, pokud graf
vznikl vypocétem a nechceme plytvat paméti na jeho ulozeni. To se hodi naptiklad
u uz zminéného hlavolamu ,,Lloydova osmicka‘.
Neorientované grafy

Chceme-li reprezentovat neorientovany graf, ulozime kazdou hranu v obou ori-
entacich.

Vypocéet vzdalenosti
Abychom mohli vyuzit toho, ze algoritmus prochazi vrcholy grafu ve vlné, k vy-
poc¢tu vzdalenosti, doplnime do néj dvé pomocné pole: D[v] bude fikat, na kolik kro-
ki jsme se do v dostali, P[v] bude obsahovat pfedchidce vrcholu v, totiz vrchol u,
ze kterého jsme se do v dostali po hrané a jehoz D[u] = D[v] — 1.
Rozsifeny algoritmus:
1. Q — {’Uo}.
2. Z[%] < 0, Z[vg] + 1.
3. D[*] <= 00, D[vg] < 0.
4. Dokud @ # () opakujeme:
Vyzvedneme vrchol u z Q.
Pro kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z vrcholu u:
Je-li Z[v] = 0:
Zw] + 1,D] + D[u] + 1, P[v] + u
Pridame v do Q.

© XN
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Definice: Fdze béhu algoritmu: Ve fazi Fy je zpracovavan vrchol vg. Ve fazi F; 1 jsou
zpracovavany vrcholy ulozené do fronty @) béhem faze F;.

Pozorovani: Kazdy vrchol v dosazZitelny z vy se Gcastni pravé jedné faze, a to té
s ¢islem DJv].

Lemma: Po zastaveni BFS pro vSechny vrcholy dosazitelné z vy plati, ze D[v] je
rovno d(vg, v), totiz vzdélenosti (délce nejkratsi cesty) z v do v.

Diikaz: Nejprve si uvédomime, ze kdykoliv je v oznacen, vede do néj z vg néjaky
sled délky v (indukei, stejné jako jsme pied chvili dokazovali, Ze BFS projde vSechny
dosazitelné vrcholy). Proto nemtize byt D[v] mensi nez d(v, v).

Sporem dokéazeme, ze nemuze byt ani vétsi. Pfedpokladejme, Ze existuje néjaky
»Spatny“ vrchol v, pro ktery je D[v] > d(vg,v). Necht P je néktera z nejkratsich cest
z vg do v. Z moznych $patnych vrcholt si vyberme takovy, jehoz P je nejkratsi mozna.
Jelikoz pro vrchol vy je zajisté D[vg] = d(vg, vo) = 0, musi byt v rizny od vy, takze
ma na P néjakého predchiidce u. Pro toho ovSem je vzdalenost spocitana spravneé:
Dlu] = d(vg,u) = d(vg,v) — 1.

Uvazujme nyni, co se stalo v okamziku, kdy jsme D|u] nastavili. Tehdy jsme u
ulozili do fronty, po Case jsme ho z fronty zase vytahli a prozkoumali jsme vSechny
vrcholy, do niZ vede z u hrana. Tedy i vrchol v, takze D[v] v tomto okamziku nemuze
byt vétsi nez Dlu] + 1 = d(vg,v), a to je spor. V)

Vime tedy, ze BFS spravné spocita délky nejkratsich cest do vSech vrchola gra-
fu. Pomoci pfedchtudct v poli P muZeme tyto cesty dokonce snadno rekonstruovat:
predposlednim vrcholem na nejkratsi cesté do vrcholu v musi byt vrchol Plv], jeho
pfedchidcem P[P[v]], ..., az do vrcholu vg.

Predchidci ndm tedy kdéduji strukturu nejkratsich cest do vSech vrcholu. Ma-
zeme se na né divat také nasledovneé:

Definice: Strom nejkratSich cest je orientovany strom (W, F') s mnoZinou vrcholt
W ={v € V(G) | v dosazitelny z v} a hranami F' = {(P(v),v) | v € W,v # vg}.
Pozorovani: Kofenem stromu nejkratsich cest je vrchol vg, cesta v tomto stromu z vy
do v (jednoznaéné urcend, je to strom) je pak jednou z nejkratsich cest z vg do v
v puvodnim grafu.

Komponenty souvislosti

V neorientovanych grafech mtzeme BFS jednoduse pouzit na nalezeni kompo-
nent souvislosti. Jiz vime, ze BFS spusténé z vrcholu vy projde pravé ty vrcholy,
které jsou z vy dosazitelné, coz jsou v neorientovaném grafu presné ty, které lezi
v téze komponenté.

Staéi opakované spoustét BFS z dosud neoznacenych vrcholi, pokazdé nam
oznadi jednu komponentu.
Algoritmus:

1. Pro vSechny vrcholy v € V(G) opakujeme:

2. Pokud je vrchol v neoznaceny:
3. Spustime BFS(v) a pfifadime objevené vrcholy nové kompo-
nenté.

To, co jsme o BFS zjistili, mtzeme shrnout do nasledujici véty:
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Véta: BFS(vg) v ¢ase ©(n + m) spocte:

® vrcholy dosazitelné z vg

e vzdalenosti téchto vrcholl od vg

® strom nejkratsich cest z vg
Prohledavani do sitky ale neni jediny algoritmus, ktery néjak systematicky prochézi
graf. Jak uz nazev kapitoly napovida, budeme se zabyvat jesté druhym algoritmem,
prohledéavanim do hloubky. Podivejme se, jak bude vypadat ...

Prohledavani do hloubky Depth-First Search — DFS

Tento algoritmus neprochazi graf ve viné jako BFS, nybrz rekurzivné. Vzdy se
zanoii co nejhloubéji az do listu a pak se o kus vrati a opét se snazi zanorit. Vrcholy,
ve kterych uz byl, ignoruje.

Opét uvazme nejdiive graf orientovany. Nasledné si ukazeme, Ze v neoriento-
vaném grafu budou pouze malé zmény.

Budeme pouzivat podobné znaceni jako u BFS. V poli Z si budeme pamatovat,
zda jsme vrchol jiz navstivili (hodnota 1), nebo ne (hodnota 0). Aby se nam algo-
ritmus lépe analyzoval, zavedeme proménnou 7T', kterd bude fungovat jako hodiny —
v kazdém kroku algoritmu se zvétsi o jednicku. Do poli in a out si budeme ukladat
¢as prvniho a posledniho prichodu vrcholem.

Algoritmus:
1. Inicializace: Z[x] < 0,T < 1, in[] <=7, out[x] <7
2. DFS(v):
3. Zw] « 1, inu) T, T+ T+1
4. Pro w: vw € E(G):
5. Pokud Z[w] = 0, zavolame DFS(w)

6. outlv] « T, T+ T+1
Véta: DFS(vg) v ¢ase ©(m + n) oznadi praveé vsechny vrcholy dosazitelné z vg.
Diikaz: Korektnost dokazeme stejnym argumentem, jako u BFS.

V analyze casové slozitosti si pak opét uvédomime, ze algoritmus zavolame
na kazdy vrchol nejvyse jednou (pak uz je oznaceny) a zpracovanim vrcholu stravime
¢as linedrni v poctu hran, které z néj vedou. Celkem tedy prozkoumame kazdou hranu
nejvyse jednou a stravime tim konstantni cas. V)

Vyzkousejme si DFS na grafu z nasledujiciho obrazku:

Znazornéni priubéhu DFS a typt hran
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Graf je reprezentovan tak, ze v kazdém vrcholu jsou hrany usporaddany zleva
doprava. Cisla u vrchold ukazuji jejich in a out.

Muzeme si vSimnout, Ze k riznym hrandm se DFS chova razné. Po nékterych
projde, jiné vedou do uz prozkoumanych vrchold, ale nékdy do takovych, ze kterych
jsme se jesté nevratili, jindy do uz zpracovanych. Za chvili uvidime, ze mohou nastat
CtyTi ruzné situace. Nejsnaze se poznavaji podle hodnot in a out.

Pozorovani: Chod algoritmu mutZeme popsat posloupnosti zavorek: (, bude znaéit
,vstoupili jsme do vrcholu v (a nastavili in(v)), ), budiz opusténi vrcholu (nastaveni
out(v)). Tato posloupnost bude spravné uzavorkovana, ¢ili pary zévorek se nebudou
k¥izit.
Klasifikace hran: DFS déli hrany na nésledujici ¢tyfi druhy. Hrana uv je:
e Stromovd (na nasem obrazku plna) pokud po ni DFS proslo do ne-

oznaceného vrcholu. V§imnéte si, ze stromové hrany spolecné tvori

strom orientovany od kofene vg. (Je to strom, jelikoz vznika postup-

nym piridédvanim list.) Tomuto stromu se ¥ikd DFS strom.

® Zpétnd (teckovand) — takova hrana vede do vrcholu, do kterého jsme
vstoupili, ale jesté jsme ho neopustili (to je vrchol, ktery mame pii
rekurzi na zasobniku). Odpovida uzavorkovani (4. .. (.- )u---)v-

® Dopiednd (¢arkovand) — vede do vrcholu, ktery jsme uz opustili, ale
ktery je potomkem aktudlniho vrcholu: (4. .. (.. .)v. - )u-

® Piiénd (Gerchovand) — vede do vrcholu, ktery jsme uz opustili, ale
ktery ve stromu nelezi pod aktualnim vrcholem. Musi tedy vést do
vrcholi ,nalevo“ od stromové cesty z vy do u. Napravo totiz lezi
vrcholy, které v okamziku opousténi u jesté nebyly prozkoumané,
takze hrana uv by se stala stromovou. Pfi¢né hrany pozname podle
uzévorkovani (y...)y. - (4 - )u-

® Jiné druhy hran nemohou existovat, probrali jsme totiz vSechny
moznosti, v jakém vztahu mohou byt pary zavorek (). a (v)v-

Kterého typu hrana je, miZzeme tedy poznat podle znacky Z[v] a podle hodnot
in a out vrcholi u a v.
Neorientované grafy: V neorientovanych grafech (kazdou hranu vidime jako dvé
orientované hrany) je situace daleko jednodussi. Budto hranu objevime jako stro-
movou (a v opa¢ném sméru ji vidime jako zpétnou), nebo ji objevime jako zpétnou
(a v opa¢ném sméru se jevi dopfednou). PFi¢né hrany nemohou existovat, protoze
k nim opac¢né hrana by byla pfi¢na vedouci zleva doprava, coz vime, Ze nenastane.

5. Nejkratsi cesty

Na této prednasce budeme studovat problém hledani nejkratsich cest v orien-
tovanych grafech ohodnocenych realnymi cisly.
Situace: Mame orientovany graf G a funkci ¢ : E(G) — R pfifazujici hrandm jejich
ohodnoceni (délky). Pro vrcholy u,v € V(G) budeme chtit spocitat jejich vzdélenost
d(u,v), coz bude délka nejkratsi cesty z u do v nebo 0o, pokud zZadn4 cesta neexistuje.
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Chceme, aby se vzdalenosti chovaly ,rozumné“, tedy co nejvice jako metrika.
Orientovanost grafii ndm kazi symetri¢nost — nemusi nutné platit d(z,y) = d(y, z).
Budeme aspon chtit, aby platily nésledujici vlastnosti:

e d(u,u) =0,
e d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (trojihelnikova nerovnost).

To nemusi obecné platit (kazi ndm to zdporné cykly), proto budeme studovat
pouze grafy, v nichz zaporné cykly neexistuji. Pak uz budou obé vlastnosti splnény,
jak plyne naptiklad z nasledujiciho lemmatu:

Lemma: V grafu bez zdpornych cyklu existuje ke kazdému nejkrats$imu sledu z u
do v stejné dlouhé uv-cesta.

Diikaz: Mame-li nejkratsi uv-sled, ktery neni cestou, opakuje se v ném néjaky vrchol
w € V(G) tedy uv-sled je (u...w...w...v). Délka cyklu ¢ = (w...w) je £(c) > 0
tedy plati £(u...w...v) < {(ptavodni sled). Tento postup miiZeme opakovat a po
koneéném poctu kroku dostaneme cestu. Z toho plyne trojiuhelnikova nerovnost. ¢
Jednoduché pripady

e Pokud / je konstantni funkce, pouzijeme BFS. Casova slozitost bude
O(m+n).
e Délky hran jsou malé pfirozend ¢isla — ¢(z,y) € {1,..., L}: Podroz-
délime hrany a pouzijeme BFS. Casova slozitost ©(Lm + n).
e V DAG (orientovaném acyklickém grafu) najdeme nejkratsi cestu
indukei pfes topologické usporddani v ¢ase ©(m + n).
Obecny algoritmus
Definice: Dy (v) := minimdalni délka ze vSech sledi z vy do v o préavé k hrandch.
Dy (v) = 0 pokud v = wg, jinak Dy(v) = 0.
d(vg,v) =min Dg(v) kde 1 <k <n—1.
Jak spocitat Dy kdyz uz zname Dy. .. Dy _17 Ziejmné

Dy = min{Dk_l(u) + é(u, ’U)}

pro takova u ze (u,v) € E(G). Z tohoto mizeme udélat jednoduchy algoritmus:
postupné pro vSechna k = 0...n — 1 zjistime vSechna Dy(z) pro vSechny vrcholy
z € V(QG). Délka nejkratsi cesty z vg do v je min Dy (v) kde 1 <k <n —1.
Naivni implementace pobézi n?(3", deg™ (v))+n (musime pfi¢ist na konec n za
izolované vrcholy), upravime 3°, deg™ (v) = m. Bohuzel spotfebujeme O (n?) paméti.
Nevyhodou této implementace je pfistupovani k hrandm pozpatku. Pojdme
zkusit nepatrné odlisny pristup.
Bellmanuv-Forduv algoritmus
1. D(x) <= 00, D(vg) < 0
2.Prok=1,...,n—1:
3 Pro Vv € V(G):
4. Pro Vw takové ze (v,w) € E(G):
5 D(w) + min(D(w), D(v) + £(v, w))
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Pokud by algoritmus i v n-tém kroku néco zménil, graf obsahuje zaporny cyklus.
Véta: Bellmantv — Fordiv algoritmus najde v ¢ase ©(nm) vzdélenosti d(vo, v) z vg
do v8ech v € V(G).

Diikaz: Invarianty:

e Koneéné D(v) vzdy odpovidd délce néjakého sledu z vy — v.

Pro vrchol vg urcité existuje sled nulové délky z vg do vg.

Jak se z pivodniho nekone¢ného D(v) mohlo stat kone¢né? Nasli jsme takovou
hranu, kterd vedla z vrcholu w s koneénym D(w) do vrcholu v. Tedy do v existuje
sled.

Pokud snizim D(v), znamena to, Ze jsem do vrcholu v nasel kratsi sled.

e Na konci k-tého prichodu vnéjsim cyklem plati D(w) < min délka
sledu z vy do v o nejvyse k hranach. Z ¢ehoz plyne Ze na konci je
D(w) < d(vo,v).

Necht nejkratsi sled vg — w o nejvyse k hranach konéi hranou (v, w). Zastav-
me algoritmus v okamziku, kdy v k-tém priichodu zpracovava hranu (v, w) tehdy
D(w) < D(v) + £(v,w) a D(v) je dle indukéniho pfedpokladu mensi nebo rovno
minimélni délce sledu z vy do v o nejvyse k hranach. Q

V Bellman — Fordoveé algoritmu jsme v podstaté zlepsovali odhady na nejkratsi

cestu. Pojdme vymyslet algoritmus zalozeny na podobné myslence.
,Pruzkumnicky algoritmus“ Pro kazdy vrchol budeme udrzovat jeho ohodnoceni
(do¢asnou vzdalenost) D(v) a stav vrcholu S(v). Stav mize byt bud N nevidén —
vrchol jsme jesté nepotkali, O otevien — od posledniho prozkouméni se D(v) zménilo
nebo Z zavien — neni potfeba zkoumat znovu, nic by se nezménilo. Abychom mohli
nejkrat$i cestu na konci béhu také zrekonstruovat, budeme si jesté udrzovat P(v)
predchudce vrcholu v.

1. D() + 00, D(vg) = 0, S(x) + N, S(vg) « O, P(x) 7
2. Dokud Ju: S(u) = O opakuj:
3. S(u) «+ Z

4 Pro Vv : (u,v) € E(G):

5 Je-li D(u) + ¢(u,v) < D(v)
6. D(v) < D(u) + £(u,v)
7 Sw) + O

Invariant: D(v) neroste a odpovida délce néjakého sledu z v do v.
D(v) volime jako minimum z D(v) a D(u)+£€(u, v), proto nikdy nemuZe vzrist.
Dtikaz toho, Zze D(v) odpovida délce néjakého sledu z vy do v je stejny jako u
Bellman — Fordova algoritmu.
Lemma: Algoritmus se zastavi pfi jakémkoliv pofadi zaviranych vrchold. Cas pfi
nevhodném zavirani mize byt az exponencialni.
Toto lemma bude zanechéno bez dikazu, nebot ho nebudeme potiebovat pro diikaz
spravnosti algoritmu, které od ,prizkumnického algoritmu* odvodime.
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Lemma: Pokud se algoritmus zastavi, pak dosazitelné vrcholy jsou zaviené a kdykoliv
S(v) = Z, plati D(v) = d(vo, v).
Driikaz: Necht cesta z vp do v je co do po¢tu hran nejmensi protipiiklad, pak musi
existovat vrchol u, pro ktery neplati S(u) = Z. CoZ je spor, protoZe takovy vrchol
musel nas algoritmus projit.

Vezméme miniméni protipiiklad co do poétu hran. Necht v je nejblizsi vrchol od
u takovy, ze D(v) # d(vg,v), tudiz musi byt vétsi, nez by mél byt, protoze odpovida
délce néjakého sledu. Ozna¢me u predchidce vrcholu v na nejkratsi cesté. Vime, Ze
D(u) je spravné. Algoritmus zkoumal u nastavil findlni D(u), tedy pfitom zpracoval
hranu (u,v) a D(v) < D(u)+¥€(u,v), coZ je opravdova vzdalenost. Dostali jsme spor
s tim, Ze D(x) neroste. @

6. Dijkstriv algoritmus a haldy

FIXME: Nerevidovano!

Na této prednasce budeme pokracovat v problému hledani nejkratsich cest
v grafech ohodnocenych redlnymi ¢isly. Jiz jsme potkali Bellmaniv-Forduv algorit-
mus a jeho zobecnéni v podobé prizkumnického algoritmu.
Situace: Mame orientovany graf G a funkce [ : F(G) — R pfifazujici hrandm jejich
ohodnoceni (délky). Pro vrcholy u,v € V(G) budeme chtit spocitat jejich vzdalenost
d(u,v), coz bude délka nejkratsi cesty z u do v nebo oo, pokud zZadné cesta neexistuje.

Aby se vzdalenosti chovaly ,rozumné“ (tj. jako metrika), budeme chtit, aby
platily nasledujici vlastnosti:

e d(u,u) =0,
e d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (trojihelnikova nerovnost).

To nemusi obecné platit (kazi ndm to zaporné cykly), proto budeme studovat
pouze grafy, v nichz zaporné cykly neexistuji. Pak uz budou obé vlastnosti splnény,
jak plyne napriklad z nasledujiciho lemmatu:

Lemma: V grafu bez zapornych cykla existuje ke kazdému nejkratsimu sledu z u

do v stejné dlouhé uv-cesta.

Diikaz: Mame-li nejkratsi uv-sled, ktery neni cestou, opakuje se v ném néjaky vr-

chol w € V(G). Délka cyklu i(c) > 0 = [l(u...v...w) < l(pwodnisled). Tento

postup muzeme opakovat a po kone¢ném poctu krokid dostaneme cestu, tedy plati

trojthelnikova nerovnost. V)
Opakovani: Dijkstruv algoritmus

® D(v) ...docasna vzdalenost z s do v
e Znacky Z(v)
e :Nevidén
e :Vidén
e :Hotov
1. D(*) < 400,D(s) < 0
2. Z(*) « Neviden, Z(s) «+ V
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3. while Jv: Z(v) =V

4. vybereme v : Z(v) =V, D(v) = min

5. Z(v)=H

6 for Vw : (v,w) € E(G)

7. D(w) + min(D(w), D(w) + (v, w))

8. if Z(w)=N = Z(w) «V
Véta: Pokud G je nezdporné ohodnoceny graf, pak se Dijkstriv algoritmus zastavi
a vyda Vv : D(v) = d(s,v) (tedy spravné hodnoty).

Diikaz: Nasledujici posloupnosti lemmat. Q
Lemma 1: Pokud wvp,...,v; je nejkratsi vgvg-cesta, pak vg,...,vx_1 je nejkratsi
VoV —1-Cesta.

Diikaz: Pokud by tomu tak nebylo, miZeme vg,...,vx_1 vyménit za kratsi cestu,
a tim ziskat kratsi vgvg-cestu. Q
Lemma 2: Algoritmus se zastavi po < n pruchodech cyklem.

Diikaz: Zfejmé z toho, ze kazdy vrchol uzavieme nejvyse jednou. V)
Lemma 3: Po zastaveni jsou hotovy pravé vrcholy dosazitelné z s.

Diikaz: Viz minuld pirednaska. Q

Lemma 4: D(v) uzaviranych vrcholt tvoii neklesajici posloupnost.
Diikaz: V okamziku, kdy uzavirdme v plati Vw ¢ H : D(w) > D(v), pfipadné

pfepocitdme D(w) na D(v) — l(v,w) > D(v). V)
Lemma 5: Pokud v € H, pak D(v) se uz nezméni.

Diikaz: Indukci podle béhu algoritmu. Q@
Lemma 6: Pro YoD(v) je délka nejkratsi sv-cesty, jejiz vnitini vrcholy lezi vSechny
v H.

Diikaz:

® po 1. prichodu OK
® uzavirame-li dalsi vrchol v:
a) D(w) pro w € H Podle Lemma 5 se D(w) neméni. Mu-
sime nahlédnout, Ze se opravdu zménit nema.
b) D(w) pro w ¢ H D(w) = minD(v) + l(v, w)
V)
Existuje pomalejsi algoritmus pro grafy se zapornymi hranami bez zapornych
cykli. Bellman-Forduv algoritmus
1. D(x) <= 00, D(s) < 0
2. Opakuji
ProvVv eV
prozkoumej(v)

do sousedti v)

3
4
5. (koukne se, jestli nejde vylepsit cestu
6.
7. dokud se né&jaké D(...) méni
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Lemma 1: Pokud D(v) < oo, pak existuje sled z s do v délky D(v). (specidlné z toho
plyne Yo D(v) > d(s,v))
Lemma 2: Vv D(v) nikdy neroste. Lemma 3: Po k fazich je VoD (v) < délka nejkratsiho
sv-sledu o < k hranach. Diikaz: Indukci...pro £ > 0 OK Indukéni krok: Dobéhla
k — 1 faze, poustime k-tou

V)
Véta: Pro graf bez zapornych cykli se Bellman-Fordav algoritmus zastavi po nejvyse
m fazich a vydd D(v) = d(s,v) pro v8echna v. (zfejmé z lemmat)
Lemma 4: Pokud v grafu existuje zdporny cyklus dosaZitelny z s, algoritmus se
nezastavi. (Zajimavy test na to, zda graf obsahuje zaporny cyklus.)

Casové slozitost Bellman-Fordova algoritmu : O(n * m)

Floyd-Warshalluv algoritmus G je graf se zipornym ohodnocenim hran, bez zapor-
nych cykla Dﬁj = délka nejkratsi cesty z v; do v; pfes vi...vs D?j = I(vs,v;),
DY = 0 D}y = d(v;,v;) - skutecné vzdélenost v grafu

1. D; j — l(vi,v5), Dy — OVi, j
2. fork=1ton

3. fori=1ton
4. forj=1ton
5. DiJ‘ = mz’n(Di’j, Di,k + Dk’j)

Véta: Floyd-Warshalliiv algoritmus spo¢itd D, ; = d(v;,v;) v ¢ase O(n?).

Shrnuti:

s — * Dijkstriv algoritmus O(n?) ...s haldou O((n+m)logm) ...s regularni haldou
O(n +m xlogn) ...s Fibbonaciho haldou O(n * logn + m) Bellman-Ford O(n * m)
* — * Floyd-Warshall O(n3)

7. Problém minimalni kostry

Zadani dlohy: Pro neorientovany graf G s ohodnocenim hran véhami w : E(G) — R,
chceme najit kostru 7' s minimalnim ohodnocenim w(T') := ZSEE(T) w(e).

Navic predpokladidme: (bez jmy na obecnosti)

e Graf GG je souvisly (jinak ho nejprve rozlozime na komponenty).

® Vahy hran jsou navzajem ruzné

Nyni si ukdzeme t¥i algoritmy pro hledani minimalni kostry, konkrétné se jedna

o Jarniktv, Borivktv a Kruskaltiv algoritmus.
Jarnikav algoritmus
Algoritmus:

1. Vstup: Graf G s ohodnocenim w.

2. Zvolime libovolny vrchol vy € V(G).

3. T+ ({vo},0) (zatim jednovrcholovy strom)
4. Dokud existuji vrcholy mimo 7'
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5. Vybereme hranu uv € E(G) : u € V(T),v ¢ V(T) tak, aby w(uv)
byla minimalni.

6. T T+ uv.

7. Vystup: Minimalni kostra 7.

Véta: Jarnikiv algoritmus se zastavi po maximélné n iteracich a vydd minimalni
kostru grafu G.

Dikaz: Pri kazdé iteraci algoritmus ptrida jeden vrchol do T, a proto se po maxi-
malné n iteracich zastavi. Vydany graf je strom, protoze se stale pridava list k jiz
existujicimu stromu, a jelikoz mé n vrcholt, je to kostra. Zbyva ndm uz jen dokazat,
7e nalezend kostra je minimalni. K tomu pomuze nasledujici lemma:

Definice: Rez v grafu G = (V, E) je mnoZina hran F' C E takovd, Ze

JACV :F={{u,v} € E:uecAv¢ A}

Lemma (Fezové): Pokud G je graf, w jeho prosté ohodnoceni, F' je fez

v grafu G a f je nejlehéi hrana v fezu F, pak pro kazdou minimalni

kostru T grafu G je f € E(T).

Diikaz: Sporem: Bud T kostra a f = uv ¢ E(T). Pak existuje cesta P C T

spojujici u a v. Cesta musi fez alespon jednou prekrocit. Proto existuje

e € PN F a navic vime, ze w(e) > w(f). Uvazme T =T — e + f. Tento

graf je rovnéz kostra grafu G, protoze odebranim hrany e se graf rozpadne

na dvé komponenty a pfidanim hrany f se tyto komponenty opét spoji.

Navic w(T") = w(T) —w(e)+w(f) < w(T), coz je spor s minimalitou F. O
V dtkazu korektnosti Jarnikova algoritmu toto lemma vyuzijeme tak, zZe si vSimne-
me, Ze hrany mezi vrcholy stromu T a zbytkem grafu tvori fez a algoritmus nejleh¢i
hranu tohoto fezu pfida do T'. Podle lemmatu tedy vSechny hrany 7" musi byt sou-
casti kazdé minimalni kostry a jelikoz T je strom, musi byt miniméalni kostrou.

V)

Dusledky: Graf G s prostym ohodnocenim ma pravé jednu minimalni kostru. Mini-
malni kostra je jednoznaéné urcend linedrnim usporadanim hran podle vah (na kon-
krétnich hodnotach vah nezélezi).
Implementace:

® Piimocara: pamatujeme si, které vrcholy a hrany jsou v kostie T a
které ne. Casova slozitost je O(nm).
e Chytfejsi: Pro kazdy vrchol v ¢ V(T') si pamatujeme

D(v) = min{w(uv) : w € T},

tedy nejlehéi hranu, kterd vede mezi T a v. Pri kazdém prichodu
hlavnim cyklem pak prochézime vSechna D(v) (to vzdy trva O(n))
a pii pfiddni vrcholu do T kontrolujeme okolni D(w) pro vw € E
a ptipadné je snizujeme (za kazdou hranu O(1)). Casovou slozitost
tim celkové zlepsime na O(n? + m) = O(n?).

e S pouzitim haldy: D(v) ukldddme do haldy. Potom provedeme na-
nejvys n-krat ExtractMin, nanejvys n-krat Insert a nanejvys m-krat
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Decrease. Pro bindrni haldu to méa éasovou slozitost O(mlogn).
Vsimnéte si, ze Jarniktv algoritmus s D(v) je velmi podobny Dijk-
strovu algoritmu pro nejkratsi cesty. Rozbor slozitosti pro rtizné
typy hald proto také dopadne stejné.

Boruvkuv algoritmus
Algoritmus:

1. Vstup: Graf G s ohodnocenim w.

2. F + (V(G),0)

3. Dokud F' m4 alespon dvé komponenty (F' neni souvisly):

4 Pro kazdou komponentu F; lesa F' vybereme nejlehéi incidentni
hranu e;.

5. Vsechny hrany e; pfiddme do F.

6. Vystup: Minimélni kostra F.

Véta: Boruvktv algoritmus se zastavi po |log, n] iteracich a vyda minimalni kostru
grafu G.

Diikaz: Vsimnéme si nejprve, Ze po k iteracich maji vSechny komponenty grafu F'
minimalné 2% vrcholii.

To nahlédneme indukci — na pocatku jsou vSechny komponenty jednovrcholo-
vé, v kazdé dalsi iteraci se komponenty slucuji do vétsich, kazda s alespon jednou
sousedni, takze se velikosti komponent miniméalné zdvojnasobi.

Proto nejpozdéji po |log, n| iteracich uz velikost kazdé komponenty dosédhne
poctu vSech vrcholt a algoritmus se zastavi, takze komponenta miize byt jen jedna.

Hrany mezi kazdou komponentou a zbytkem grafu tvoii fez, takze podle fezo-
vého lemmatu vSechny hrany pfidané do F' musi byt souéésti (jednozna¢né uréené)
minimalni kostry. Graf F' C G je tedy vzdy les a az se algoritmus zastavi, bude tento
les roven minimalni kostfe. @
Implementace:

e Inicializace pfimocara.
e Pomoci DFS rozlozime les na komponenty. Pro kazdy vrchol si pa-
matujeme ¢islo komponenty.
® Pro kazdou hranu zjistime, do které komponenty patti, a pro kazdou
komponentu si uchovavame nejleh¢i hranu.
Takto dokdzeme kazdou iteraci provést v case O(m) a cely algoritmus dobéhne
v O(mlogn).
Kruskaluv neboli hladovy algoritmus
Algoritmus:
1. Vstup: Graf G s ohodnocenim w.
2. Setfidime vSechny hrany z E(G) tak, aby platilo w(e;) < ... < w(em).
3. F + (V(G),0).
4. Proi=1dom:
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5. Pokud F + ¢; je acyklicky, provedeme F' <+ F + e;.
6. Vystup: Minimélni kostra F.

Véta: Kruskaltiv algoritmus se zastavi po m iteracich a vyda minimalni kostru.
Diikaz: Kazda iterace algoritmu zpracovava jednu hranu, takze iteraci je m. Induk-
ci dokézeme, Ze F' je vidy podgrafem minimdalni kostry: préazdné pocatecni F' je
podgrafem cehokoliv, kazdd hrana, kterou pak pridame, je minimélni v fezu od-
délujicim néjakou komponentu F' od zbytku grafu (ostatni hrany tohoto fezu jesté
nebyly zpracovany, a tudiz jsou téz8i). Naopak zadné hrana, kterou jsme se rozhodli
do F' nepfidat, nemtze byt soucasti minimalni kostry, jelikoz s hranami, o kterych
jiz vime, ze v minimalni kostfe lezi, tvoii kruznici. @
Implementace:

e Setfidéni v ¢ase O(mlogm) = O(mlogn).

e Potfebujeme udrZovat komponenty souvislosti grafu F', abychom
umeéli rychle urdit, jestli pravé zpracovavana hrana vytvori kruznici.
Potiebujeme tedy strukturu pro udrzovani komponent souvislosti,
které se m-krat zeptame, zda dva vrcholy lezi v téze komponen-
té (tomu budeme Fikat operace Find), a (n — 1)-krat spojime dvé
komponenty do jedné (Union).

Kruskaltv algoritmus tedy pobézi v case O(mlogn + mTy + nTy), kde T, je Cas
na provedeni jedné operace Union a Ty na operaci Find.

Jednoducha struktura pro komponenty: Budeme si pamatovat v poli ¢isla kompo-
nent, ve kterych lezi jednotlivé vrcholy. Find zvladneme v ¢ase O(1), ale Union bude
stat O(n). Cely algoritmus pak pobézi v ¢ase O(m logn+m+n?) = O(mlogn+n?).
Chytfejsi struktura: KaZdou komponentu si uloZime jako strom orientovany smé-
rem ke koreni — kazdy vrchol si pamatuje svého otce, navic kazdy kofen si pamatuje
hloubku stromu. Operace Find vystoupa z obou vrcholu ke koreni a kofeny porovna.
Union rovnéz najde kofeny a pfipoji kofen meél¢i komponenty pod kofen té hlubsi
(pokud jsou obé stejné hluboké, vybere si libovolné). Oboji zvlddneme v Gase linear-
nim v hloubce stromu a jak si ukazeme, tato hloubka je vzdy nejvyse logaritmicka,
a proto cely Kruskaliv algoritmus pobézi v ¢ase O(mlogn + mlogn + nlogn) =
O(mlogn).tt

Lemma: Union-Find strom hloubky h ma alespoii 2" prvki.

Diikaz: Indukci: Pokud Union spoji strom s hloubkou A s jinym s hloubkou mensi
nez h, pak hloubka vysledného stromu ztstava h. Pokud spojuje dva stromy stejné
hloubky h, pak mé vysledny strom hloubku & + 1. Z indukéniho predpokladu vime,
ze strom hloubky h ma minimalné 2" vrcholf, a tedy vysledny strom hloubky A + 1
maé alespoti 21 vrcholt. Q

(1) Drobnou tpravou bychom mohli dosdhnout daleko efektivnéjsi struktury, ale tu
bychom neupotrebili, jelikoZz by nas stejné brzdilo t¥idéni, a analyza slozitosti by

byla ... inu, slozitéjsi.
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8. Datové struktury

Co si mizeme predstavit pod pojmem datova struktura? V nasich programech
Gasto chceme nékteré véci abstrahovat (pouzitim funkci, objektt. . . ). Pro¢ tedy ne-
zkusit abstrahovat i operace s daty? Napfed si uré¢ime, co s nasimi daty budeme
provadét a pak vymyslime jejich co nejrychlejsi reprezentaci.

Miuzeme tfeba chtit udrzovat kone¢nou mnozinu X prvkt z néjakého universa
X C U. Kde universum mohou byt napfiklad pfirozend ¢isla, tedy universum mize
byt nekonecné na rozdil od X.

Na nasich datech budeme chtit provadét nasledujici operace:

e Insert — vlozit novou polozku
® Delete — smazat polozku
® Find — najit polozku

Jak méfit ¢asovou slozitost? Urcité ji nechceme mérit viéi délce vstupu, pro-
toze ho nemusime mit cely najednou ve struktuie. Casovou sloZitost jednotlivych
operaci tedy pocitejme vzhledem k poctu prvkia obsazenych v datové strukture v
dany okamzik.

Také mizeme chtit udrzovat slovnik, tedy mnozinu dvojic (k,v) kde k € U se
nazyva kli¢ a v hodnota. Déale pfedpoklddejme, ze U je linedrné uspotradand a s klici
i hodnotami pracujeme v konstantnim case.

Dale budeme zkoumat jen slovnik, protoze mnozina je jen jeho specidlnim pii-
padem.

Po slovniku budeme chtit:

e Insert(k, v)— vlozit novou hodnotu spolu s klicem (pfedpokladajice,
Ze ve struktuie dosud tento kli¢ neni pfitomen)
® Delete(k) — smazat polozku podle klice
e Find(k) — najit polozku podle klice
V nésledujici tabulce jsou nékteré mozné zpisoby reprezentace nasi datové
struktury:

Insert Delete Find
pole 0(1) O(n) O(n)
set¥idéné pole O(n) O(n) O(logn)
spojovy seznam o(1) O(n) O(n)
setfidény seznam  ©(n) O(n) O(n)
vyhledavaci stromy ©(logn) O(logn) O(logn)

Pozorovani: Proces bindrniho vyhledavani v setfidéném poli se d& reprezentovat
bindrnim vyhledévacim stromem.
Definice: Bindrni strom: Strom je binarni, pokud je zakofenény a kazdy vrchol ma
nejvyse dva syny, u nichz rozlisujeme, ktery je levy a ktery pravy.
Definice: Pro vrchol v znacime:

e [(v) a p(v) — levy a pravy syn vrcholu v

e L(v) a P(v) — levy a pravy podstrom vrcholu v
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e S(v) — pfislusny podstrom s kofenem v
® h(v) — hloubka stromu S(v) — délka nejdelsi cesty z kofene do listu
Definice: Bindrni vyhleddvaci strom (BVS): Binadrni strom je vyhledavaci, pokud

v kazdém vrcholu je uloZena dvojice (kli¢, hodnota) [ztotoznime vrchol s kli¢em] a
pro vSechny vrcholy plati: (Vu € L(v) : u <v) & (Yu € P(v) : u > v).

Priklady binarnich vyhledavacich stromu:

Jak budou tedy vypadat operace Find, Insert a Delete na binarnim vyhledava-
cim stromu?

Find(v, z):

1. Pokud v = () = vrétime ().
2. Pokud v = z = vratime v.
3. Pokud v < z = vratime Find(p(v), z).
4. Pokud v > z = vratime Find(I(v), x).

Insert(v, z):
1. Jako Find a na konci pridame list.
Delete(v):

1. Pokud v je list = jednoduse list utrhneme.
2. Pokud v ma jednoho syna = vrchol ,vyfizneme*.

3. Jinak m& v oba syny = do vrcholu vlozime minimum z P(v), minimum
uz umime smazat protoze je to bud list nebo m4 jen pravého syna.

Poznamka: Pokud ma vrchol v pii operaci Delete oba syny, je vlioZeni minima z P(v)
ekvivalentni s vloZzenim maxima z L(v).
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Priklady operaci Insert a Delete na BVS:

(5) (1)
e Delete 2 e e Delete 5 e
ONO ONO

Casové slozitost vsech t¥i operaci je ©(hloubka stromu), coz muze byt ©(n),
kdyz budeme mit smilu a strom bude (téméf) linearni spojovy seznam. Takovéto
degenerované stromy vzniknou snadno, napriklad pridavanim setfidéné posloupnos-
ti. Naopak kdyz bude strom pékné vyvazené vystavény, dostaneme slozitost ©(logn).
Vidime tedy, ze slozitost operaci stoji a pada s hloubkou stromu. Proto by se nam
libilo, aby mél nas strom vzdy hloubku O(logn). Podivejme se tedy, jak se d4 na-
vrhnout binarni vyhledavaci strom, aby tuto podminku spliioval ...

Vyvazené binarni vyhledavaci stromy
Definice: Dokonald vyvdzZenost: Strom je dokonale vyvazeny, pokud pro vSechny jeho
vrcholy plati: ||L(v)| — |P(v)|] < 1.

Takto definovany bindrni strom bude mit urcité logaritmickou hloubku. Jak
takovy strom ale konstruovat? To se ndm podaii bud staticky, nebo na ném budou
operace drazsi nez ©(logn).

Staticka konstrukce dokonale vyvazeného BVS: Vybereme prostiedni prvek ze setii-
déného pole (tedy median posloupnosti) a ddme ho do kofene stromu. Jeho syny pak
vystavime rekurzivné z levé a pravé pilky pole. Celd konstrukce tedy trva O(n).
Lemma: Bud Insert nebo Delete v dokonale vyvazeném BVS trva Q(n) (ve skuteé-
nosti oba, ale ditkaz je o trochu obtiznéjsi).

Diikaz: Necht n = 2% — 1. Pak mé4 dokonale vyvazeny BVS uréeny tvar a je jedno-
znacéné, kterd hodnota je ve kterém vrcholu. Necht nejmensi ¢islo ve stromé je x a
nejvétsi je x +n — 1.
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Provedme posloupnost operaci
Insert(x + n), Delete(x), Insert(z +n + 1), Delete(x + 1). ..

za kazdou dvojici operaci se aspon polovina listti posune o patro vys. Vime Zze listt
v nasem stromé je (n + 1)/2. Tedy aspoii jedna z operaci Insert nebo Delete trva

Vidime tedy, ze to nas problém pfilis nefesi. Potfebovali bychom, aby se strom
dal také efektivné udrZovat. Zkusime proto slabs$i podminku:

Definice: Hloubkovd vyvdzZenost: Strom je hloubkové vyvéazeny, pokud pro vSechny
jeho vrcholy plati: |h(L(v)) — h(P(v))| < 1.

Stromiim s hloubkovym vyvézenim se ¥ikd AVL stromy (objeviteli je rusti ma-
tematikové G. M. Adélson-Velskij a E. M. Landis, podle nich jsou také pojmenovany)
a plati o nich néasledujici lemma:

Lemma: AVL strom na n vrcholech mé hloubku ©(logn).
Diikaz: Uvazme posloupnost A = miniméalni poc¢et vrcholi AVL stromu hloubky k.
Stacéi ukazat, ze Ay roste exponencialné.

Jak bude vypadat minimélni AVL strom o k& hladin4dch? S poétem hladin uréité
poroste pocet vrcholi, proto pro kazdy vrchol budeme chtit, aby se hloubky jeho
synt liSily. Tedy kofen bude mit syna hloubky k& — 1 a syna hloubky k — 2, takové,
Ze jeho synové jsou minimalni AVL stromy o daném poc¢tu hladin.

Podivejme se na minimélni AVL stromy:

Ag=1
A =2
Ay =4
A3 =7

Ap =1+ Ap_1 + Ag—o.

Rekurentni vzorec jsme dostali rekurzivnim stavénim stromu hloubky k: novy
kofen a 2 podstromy o hloubkach &k — 1 a k — 2.

Indukci bychom snadno dokézali, ze A,, = F,12—1 (kde F,, je n-té Fibonacciho
¢islo). My se vSak bez analyzy Fibonacciho posloupnosti obejdeme, protoZe ndm staci
dokézat, ze Ay rostou exponencidlné a nepotiebujeme pfesny vzorec pro hodnotu
Ag.

Indukci dokdZzeme, ze Ay > 2% . Prvni indukéni krok jsme si uz ukézali, ted pro
k> 2plati: Ay = 1+ Ap 1+ Ap_o > 2T 4275 =25 .(2754+271) = 25.1.21 > 2%,

Timto jsme dokazali, ze na kazdé hladiné je minimélné exponencialné vrchold,
coz nam zaru¢uje hloubku O(logn). Druhou nerovnost nahlédneme zkoumanim Bj,
maximéalniho po¢tu vrcholtt AVL stromu hloubky k. @
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7. Vyhledévaci stromy zapsali M. Rezd¢, S. Masojidek, B. Urbancovd

Vyvazené binarni vyhledavaci stromy

V minulé kapitole jsme se zabyvali problematikou pfidavani a ubirani prvki
binarniho vyhledavaciho stromu a jeho slozitosti a zjistili, ze vSe zalezi na hloubce
stromu. Vime, Ze chceme hloubku logaritmickou, ale jak ji mizZeme udrzet pfi ope-
racich? ReSenim je nasledujici definice:

Definice: Dokonale vyvdZeni je takové vyvazeni, ve kterém pro vSechny vrcholy v
plati ||L(v)| — |P(v)]| < 1.

Toto nam jisté zajistuje logaritmickou hloubku, ale je velmi pracné na udrzo-
vani. Zkusime proto slabsi podminku:

Definice: Hloubkové vyvdzZeni je takové vyvazeni, ve kterém pro vSechny vrcholy v
plati |h(L(v)) — h(P(v))] < 1. Stromfim s hloubkovym vyvazenim se ¥ika AVL stro-
my a plati o nich nasledujici lemma.

Lemma: AVL strom o n vrcholech ma hloubku O(logn).

Dikaz: Uvazme a; = minimalni pocet vrcholi AVL stromu o hloubce k. Lehce
spocteme:

a0:0
a1:1
a2:2

ap =1+ ag—1 + ag—2.

Rekurentni vzorec jsme dostali rekurzivnim stavénim stromu hloubky k: novy
kofen a 2 podstromy o hloubce k —1 a k — 2.

Indukci dokézeme, Ze aj > 25 . Prvn{ indukéni krok jsme si uz ukdzali, ted pro
k

{
k>2plati: ay = 1+ ap_y +ap_s > 25 +2°5° =25 . (273427 1) =25 .1.21 > 2%

Timto jsme dokazali, ze na kazdé hladiné je minimélné exponencialné vrchold,
coz nam zarucuje hloubku O(logn) V)

28 2011-07-31



Operace s AVL stromy

Find se nelisi od operace find v bindrnich stromech.

Dtiraz klademe na operace Insert a Delete, protoze pfi nich musime oSetfit
udrzeni struktury AVL strom.

Prvni nutnou podminkou je, Ze si musime pamatovat stav v kazdém vrcholu
tohoto stromu. A to vyvdZeni hloubky jeho podstromt.

Umluvime se napf. na tomto oznaceni:
Dostaneme tii typy vrchold, které se mohou v AVL stromu vyskytnout:

® Vrchol typu @, pokud je pravy podstrom hlubsi

® Vrchol typu ©, pokud je levy podstrom hlubsi a

e Vrchol typu ® (nulou), ktery ma oba syny shodné hloubky.
Sestaveni AVL stromu:

Postupujeme po struktuie binarniho stromu od listti ke kotfeni a kontrolujeme,
zda jsou vrcholy v jednom ze t¥i uvedenych stavti. Pokud ne, opravime strom operaci
jménem rotace.

Rotace

Jde o pfevraceni hrany mezi ptivodnim otcem (kofenem podstromu) a nevy-
vazenym vrcholem tak, aby byli i po preskupeni synové vzhledem k otciim spravné
usporadani.

Insert - vlozeni vrcholu do AVL stromu.

Vlozime jej jako list. Novy list mé vzdy ,znaménko“ nula ©. Pfedpokladame,

ze patii nalevo od posledniho otce. Podivame se na znaménko jeho otce:

e mél ® (nemél syna) — ted mda ©, po struktufe stromu nahoru po-

silame informaci, Ze se podstrom prohloubil o 1, coz miZe mit sa-
moziejmé vliv na znaménka vrcholi na cesté ke koreni.

e mél @ (mél pravého syna, ktery je listem) — ted md ©®, hloubka
podstromu se neméni
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® mel © — nenastane, protoze v binarni struktufe nemohou byt dva
levi synové
Pripadne-li pridany list napravo, fesime zrcadloveé.

S G
o é ’@u ;

Prohloubil-li se strom vlozenim nového listu, musime pracovat s vyvazenim:
e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu typu © — méni
jej na vrchol se znaménkem © a informace o prohloubeni je tieba

poslat o troven vys.

e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu typu & — méni jej
na vrchol se znaménkem ©, hloubka je vyrovnana, dal nic neposi-
lame.

e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu s © —
rozebereme na tii pripady podle znaménka vrcholu, ze kterého prisla
informace o prohloubeni:

e Informace ptisla z vrcholu typu & — provedeme rotaci do-
prava tak, ze novym kofenem se stane vrchol y, ze kterého

prisla informace o prohloubeni.

Pozorovdni 1: znaménko vrcholi y a = je ®
Pozorovani 2: hloubka pred vkladanim byla i + 1 a nyni
je také h + 1, tedy nemusime dale posilat informaci o pro-
hloubeni a mizeme skoncit
e Informace prisla z vrcholu typu &
e uvazme jeste vrchol z jako pravého syna vrcholu y,
ze kterého prisla informace o prohloubeni, a jeho
podstromy B a C
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® vrcholy B a C maji hloubku h nebo h—1 — oznac-
me ji tedy h— (to zfejmé protoze vrchol y mé zna-
ménko @, tedy jeho pravy podstrom s kofenem z
ma hloubku h + 1)

® provedeme dvojrotaci tak, ze novym kofenem se
stane vrchol z

[h+ 2]

Pozorovani 1: znaménko vrcholu z bude ®

Pozorovdni 2: znaménka vrcholu = a y se dopocitaji v za-
vislosti na hloubce B a C'

Pozorovdni 3: rozdil hloubky pravého a levého podstromu
bude u téchto vrcholi 0 nebo 1

Pozorovdni 4: hloubka pred vkladanim byla h + 2 a nyni
je také h + 2, tedy nemusime déle posilat informaci o pro-
hloubeni a mizeme skoncit

e informace prisla z vrcholu typu ® — to nemiiZze nastat, pro-
toze v tom pripadé by neslo o prohloubeni

Delete — odebrani vrcholu z AVL stromu Bud maZeme list nebo mazeme vrchol,
ktery mél néjaké syny.
® pokud mazeme list, podivame se na typ otce. Predpokladame ma-
zani levého syna.
¢ byl typu © (nemél pravého syna) — zméni se na @ (vrchol
ted nemd zadné syny)
® byl typu ® (mél oba syny) — zméni se na @
(mazeme-li pravy list, fesime zrcadloveé)
e mazeme vrchol s jednim (levym nebo pravym) synem — syn nastu-
puje na misto otce a ziskava typ ©
V obou pripadech posilame informaci o zméné hloubky stromu...

e mazany vrchol mél oba syny (listy) — vybereme jednoho ze synii
na misto smazaného otce. Hloubka se neméni.
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® mazany vrchol mél syny podstromy — na jeho misto vezmeme nej-
vétsi prvek levého podstromu (nebo nejmensi prvek pravého pod-
stromu) a od odebraného (nahrazujiciho) listu kontrolujeme vyva-
zeni podstromu.

Uprava vyvdzZent stromu po odebrani listu z podstromu

e informace o zméné hloubky pfisla z levého podstromu do vrcholu
typu ® — vrchol se zméni na & a dal se hloubka neméni

® informace prisla zleva do vrcholu s © — méni se na ® a posilame
informaci o zméné hloubky.

Fb Pt
b ek

® problémovéa situace nastava, kdyz informace o zméné prisla zleva
do vrcholu se znaménkem &

Rozebereme na tii piipady podle znaménka pravého syna nevyvazeného vrcholu

® pravy syn je typu & — provedeme rotaci vlevo, novym kofenem
se stdvd y (pravy syn), oba vrcholy zméni typ na ® a posildme
informaci o zméné hloubky.

B
h

h+1 h h

® pravy syn je typu ® — provedeme opét rotaci vlevo, kofenem se sta-
vé 1, nasledné se u y zméni typ na © , u vrcholu x se typ neméni.
Hloubka stromu se neméni, tudiz neni tfeba posilat informaci.
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h+1
B

h+1 h+1 h h+1

® pravy syn je typu © — v tomto pripadé uvazujeme jesté vrchol z
jako levého syna vrcholu y, s podstromy B a C, podstromy B a C
maji hloubku h nebo h — 1. Provedeme dvojrotaci, napted vpravo
rotujeme vrcholy z a y, potom vlevo vrcholy = a z tak, Ze se z stane
novym kofenem, typ vecholu z bude potom & nebo ®, typ y @
nebo ® (podle toho, jaké znaménko mél ptivodné vrchol z), typ z
bude ® a opét posilame informaci o zméné hloubky stromu.

Obecné vyhledavaci stromy

Pfi ulozeni dat na disku se snazime, aby se ¢teni z disku provadélo pokud mozno
co nejménékrat a nezalezi nam tolik na tom, kolik operaci se vykona v jednom uzlu.
(Casové je operace porovnavani zanedbatelna oproti ¢teni z disku.)

Hodilo by se nam tedy mit uzly velké tieba tak, jako je velkd jedna stranka
cache ...

Definice: (a,b)-strom pro parametry a,b, a > 2, b > 2a — 1 je zakofenény strom
s usporadanymi syny a vnéjsimi vrcholy, pro ktery plati nasledujici axiomy:
1) Data jsou ulozena ve vnitfnich vrcholech a kazdy vrchol obsahuje
0 1 méné kli¢d nez ma synu.
2) Plati stromové usporadani, tedy ze A < 21 < B< 3 < C <23 <
D.

3) Kofen méa 2 az b synu, ostatni vnitini vrcholy a az b syn.

4) Vsechny vnéjsi vrcholy jsou ve stejné hloubce (vnéjsi vrchol=list).
Pozndmka: kdekoli by mohl byt syn a neni, pripojime vrchol, kterému fikame vnéjsi
vrchol. Muzeme si to pfedstavit tieba jako NULL-pointer.
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Uspofadané kii¢e s daty [ . . O O O }

| O Vnitrni
Uspofadané kiice s daty [|.|.|.|.|O} vrcholy

Listy - vnéjsi vicholy ‘ ‘ ‘ | ‘

Lemma: (a,b)-strom na n vrcholech ma hloubku O(log, n).
Diikaz: Zjistime jeho minimalni pocet list (oznac¢me jej m): kazdy vrchol az na kofen
ma alespon a synd, hloubku si ozna¢ime d —

m> a1

log,m>d—-1
d<1+log,m

coz je tadové O(log, n), kde n je pocet vrchola.
Operace s (a,b)-stromy:
Find
- Vzdy zjistime, mezi které 2 klice hledany vrchol patii, a potom se zanotime
hloubéji.
Casové slozitost nalezeni prvku v (a, b)-stromu je O(logb - log, n), kde logb je ¢as

straveny na jednom vrcholu pro zjisteni, mezi které 2 vrcholy hledany patfi, log, n
je hloubka stromu.

Insert

Jako Find, pficemz jestlize nenasel, skon¢i na poslednim patie a pridame kli¢

® pokud pridanim nepfesidhneme maximalni pocet kli¢i, muZeme
skonéit

000000000 )

® pokud pridanim pfesdhneme maximalni pocet klict

1. rozdélime vrchol na 3 ¢asti: L,x,P
2. L a P jsou nové vrcholy

3. x je hodnota mezi L a P, kterou vlozime o patro vys jako kli¢ oddélujici
nové vzniklé vrcholy L a P

4. tim jsme prevedli problém o patro vys a opakujeme algoritmus
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Poznamka: Jestlize se dostaneme az do kotrene, rozdéli se kofen na dvé ¢asti, vznikne
ndm novy kofen se dvéma syny (coZ je povoleno pravé kvili tomuto piipadu) a
celému stromu vzroste hloubka o jedna.
Korektnost: Potfebujeme, aby

|IL| >a-1

|P|>a—1
po secteni obou nerovnosti a pri¢teni 1 na obé strany rovnice:

IL|+|P|+1>2a—2+1=2a—1

prava strana je rovna b a to podle definice > 2a — 1.
Casova slozitost: vkladani prvku do (a, b)-stromu je O(b - log, n).
Delete
- prevedeme na delete z listu (stejny postup jako u bindrniho stromu: jestlize
to neni list, prohodime tuto hodnotu s nejmensi hodnotou podstromu jeho
pravého syna) — v tomto pfipadé na kli¢ posledniho vnitfniho vrcholu, protoze

vevs

listy jsou vnéjsi vrcholy bez dat.

® pokud maé vrchol, ze kterého odebirdme, stile a — 1 kli¢d, muZzeme
skoncit

® pokud méa vrchol V, ze kterého odebirame, a — 2 kli¢u a jeho levy
sousedni vrchol L alespoii a kli¢h (kli¢ otce oddélujici tyto vrcholy
oznafme x):

1. smazeme nejvétsi kli¢ levého sousedniho vrcholu L a nahradime tim
kli¢ otce obou vrcholii (nahradime x za tuto hodnotu)

2. puvodni kli¢ otce (z) pfiddme jako nejmensi kli¢ odebiranému vrcho-
luV

3. tim maji oba tyto vrcholy a — 1 kli¢d a mizeme skoncit

(1 )eee)
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® pokud mé vrchol V, z kterého odebirame, a — 2 kli¢d a jeho levy
sousedni vrchol L mé a — 1 kli¢d (kli¢ otce oddélujici tyto vrcholy
oznaéme z):

1. slou¢ime V,z,L do jednoho vrcholu
2. tim jsme problém prevedli o patro vys a opakujeme algoritmus

( ] lelee)

[ 1 I JO/®

@000 0| (GO00e

Pozndmka: Dojdeme-li takto az do kofene, na misto klice odebraného z kotene lze
pouzit nejmensi nebo nejvétsi kli¢ nové slouceného podstromu. Ten odebrat lze,
protoze po slouceni (které bylo pfi¢inou této situace), je v nejnizsim vrcholu 2a — 2
kli¢a.

Casovd slozitost:

O(b - log, n)

11. Vyhledévaci stromy a hashovani zapsal P. Taufer

FIXME: Zatim chybi éerveno-¢erné stromy a trie.

Hashovani

Méjme universum U (jeho velikost ozna¢ime ), mnozinu P piihradek (p = | P|)
a néjakou funkci b : U — P, které budeme fikat hashovaci funkce.

Datova struktura bude fungovat takto: kdyz prvek vkladame, spocteme hasho-
vaci funkci a vlozime prvek do ptislusné ptrihradky (pfihradky budeme reprezentovat
jako pole seznamit). Pokud chceme prvek vyhledat nebo smazat, opét vyhodnotime
hashovaci funkci a dozvime se, ve které jediné prihradce ho dava smysl hledat.

Budeme-li pfedpoklddat, Ze vypocet funkce h trvd O(1), bude vkladani praco-
vat v konstantnim case a ostatni operace v ¢ase linedrnim s poctem prvka v dané
prihradce. Pokud se hashovaci funkce bude chovat ,rozumné ndhodné“, mizeme
ocekavat, ze po vloZzeni n prvki jich bude v kazdé ptihradce pfiblizné n/p, takze p¥i
volbé p ~ n mizeme ziskat konstantni ¢asovou sloZitost operaci. (Volit p > n nemé
smysl, protoze pak bychom inicializaci pole travili pfili§ mnoho ¢asu.)

Tento pristup méa ale samoziejmé své zadrhele: potfebujeme s prvky universa
umét pocitat (uz si nevystacéime s porovnavanim), ale hlavné potfebujeme sehnat
hashovaci funkci, kterd se chovéa dostateéné rovnomérné. Casto se pouzivaji funkce,
které se pro obvyklé vstupy chovaji ,pseudondhodné®, tieba:
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e £ — ax mod p, pokud je universum ¢iselné (pro néjakou konstan-
tu a; nejlepsi je, kdyZ a i p jsou prvodisla);

® T, ..., Ty (El C’ixi) mod p, pokud hashujeme Fetézce (C' a p
opét nejlépe prvociselnd, navic je-li £ obvykla délka fetézce, mélo
by byt C¢ > p).

Nicméné, at uz zvolime jakoukoliv deterministickou funkei, vzdy budou existo-
vat nepfijemné vstupy, pro které skonéi vSechny prvky v téze prihradce a operace
budou mit linearni slozitost namisto konstantni. Pomizeme si snadno: vybereme ha-
shovaci funkci ndhodné. Ne ze vSech funkei (ty bychom neuméli reprezentovat), nybrz
z vhodné zvolené t¥idy funkci, které umime snadno popisovat pomoci parametra.
Definice: Systém funkci S z U do P nazveme c-universalni (pro néjaké ¢ > 1), pokud
pro vSechny dvojice x,y navzdjem riznych prvkid z U plati

Prics[h(z) = h(y)] < ¢/p.

(Kdybychom volili ndhodné z tplné v8ech funkci, vysla by tato pravdépodobnost
pravé 1/p — c-universélni systém je tedy nejvyse c-krat horsi.)

Lemma: Bud A funkce ndhodné vybrana z néjakého c-universalniho systému. Necht
Z1,...,Tn jsou navzajem ruzné prvky universa vlozené do struktury a z je néjaky
prvek universa. Potom pro ocekavany pocet prvku v téze prihradce jako z plati:

E[#x : h(z) = h(x;)] < en/p.

Diikaz: Pro dané x definujeme indikdtorové ndhodné proménné:

7 — { 1 kdyz h(z) = h(z;)
P = ..
0 jinak
Jinymi slovy, Z; ik, kolikrat padl prvek x; do pt¥ihradky h(z), coz je bud 0 nebo 1.
Proto Z = ), Z; a diky linearité stfedni hodnoty je hledana hodnota E[Z] rovna
> . E[Z;]. Piitom E[Z;] = Pr[Z; = 1] < ¢/p podle definice c-universalniho systému.
Takze E[Z] < en/p. @
FIXME: Doplnit prehashovavani.
Zbyva doresit, kde néjaky c-universalni systém sehnat. Znamych konstrukci je
vicero, zde si predvedeme jednu linedrné algebraickou.
Lemma: Predpokladejme, Ze p je prvocislo, pfihrddky jsou identifikované prvky ko-
nec¢ného télesa Z, a universum U je vektorovy prostor dimense d nad télesem Z,,
tedy Z£. Uvazujme systém funkei S = {hy | t € Z%}, kde hy(z) := t - x (skaldrni
soucin s vektorem s). Pak tento systém je 1-universalni.
Diikaz: Necht x,y € Zg, x # y. Potom jisté existuje ¢, pro néjz x; # y;; bez ijmy na
obecnosti predpokladajme, ze ¢ = d. Nyni volime ¢t ndhodné po slozkach a pocitame
pravdépodobnost kolize (rovnost modulo p znadime =):

Priczalhi(z) = hi(y)] =Prlz-t =y - t] = Pr[(z — y)t = 0] =
d

Z(mi -yt = 0] =Pr

i=1

d—1

(Td — ya)ta = — Z(fﬂi —yi)ti

i=1

=Pr
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Pokud uz jsme t1,...,tq—1 zvolili a nyni ndhodné volime ¢4, nastane kolize pro praveé
jednu volbu (posledni vyraz je linearni rovnice tvaru ax = b pro nenulové a a ta ma
v libovolném télese praveé jedno feseni). Pravdépodobnost kolize je tedy nejvyse 1/p,
jak pozaduje 1-universalita. Q
Véta (Bertanduv postulat): Pro libovolné n > 1 existuje prvodcislo p, které spliiuje
nerovnost n < p < 2n.
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