4. Aplikace DFS do pouzitelné podoby dokopal Jan ,Moskyto“ Matéjka

Detekce cyklu v orientovaném grafu

Algoritmus na vypsani vsech cyklt v grafu si neukdZeme, nebot tento problém
je tézsi, nez se zda. Mimo jiné proto, Ze cykli muze byt aZ exponencidlné mnoho.
Zde probirame nalezeni néjakého cyklu v orientovaném grafu.

Definice: DFS(G) zna¢ime spusténi DFS tak, aby prosel v8echny vrcholy.

Realizace predchozi definice je jednoducha.

1. Dokud existuje nenavstiveny vrchol v:
2. Spustime DFS(v).

Lemma: Cyklus je v grafu G pravé tehdy, kdyz DFS(G) oznaé¢i néjakou hranu jako
zpétnou.

Diikaz: Bud vy, va, . . ., vg, v1 cyklus v grafu G a v; bud BUNO vrchol s max. out(v;).
Pak jisté out(vg) < out(v1). Jakého typu je hrana (vi,v1)?

Uvazme potadi opousténi vrchold na raznych typech hran (z,y). Na stromové,
dopfedné a priéné hrané plati out(x) > out(y), na zpétné out(x) < out(y). Tedy
(vg, v1) musi byt nutné zpétna.

V opaéném sméru nalezneme pro zpétnou hranu (x,y) cestu z y do x po stro-
movych hranach. Q
Algoritmus:

1. Vstup: Graf G
2. Spustime DFS(G) a pfi nalezeni prvni zpétné hrany (u,v) zastavime.
3. Pokud jsme nalezli zpétnou hranu:

4. VypiSeme vSechny vrcholy mezi (u,v) ze zdsobniku onoho DFS v
opac¢ném poradi.
5. jinak

6. Graf je acyklicky.

Casova i pamétova slozitost je O(m + n), nebot se jedna o trivialné upravené DFS.

Topologické usporadani DAGu (grafu bez orientovanych cyklia)

Definice: Topologické uspordddni acyklického orientovaného grafu G o k vrcholech
je ohodnoceni vrcholti ¢isly 1.. .k tak, ze (u,v) € E(G) = f(u) < f(v).
Pozorovani: Vhodné topologické uspofadani ndm da napiiklad out z DFS(GF).
G budiz graf G, ve kterém oto¢ime orientace vSech hran.

Hledani mosta v neorientovaném grafu

Definice: Hrana uv € E(G) je most, pokud se jejim odebranim z grafu G zvysi pocet
komponent souvislosti tohoto grafu.
Pozorovani: Hrana, kterd je v néjakém cyklu, nemiZe byt mostem. Z cyklu totiz
lze libovolné odebrat jednu hranu a presto ztstane souvisly. VSechny ostatni hrany
naopak mosty jsou.

MiZe byt mostem jind hrana nez stromova? Zpétné hrany nutné tvori cyklus.
Priéné a dopredné se v neorientovaném DFS neobjevi.
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Hledame tedy vsechny stromové hrany, které nejsou v zddném cyklu. Projdeme
graf zase pomoci upraveného DFS.

Kdy je hrana uv v néjakém cyklu? Kdyz existuje cesta v...w (a nebo v = w),
zpétna hrana wz a cesta ... u (a nebo x = u).
Algoritmus bude jesté trochu vice upravené DFS. Pro kazdy vrchol v si budeme
kromé hloubky jesté pamatovat z(v). To bude nejmensi in vrcholu, do kterého se da
dostat po zpétnych hranach z vrcholu v nebo podstromu pod nim.

1. Vstoupime do vrcholu u jako DFS.

. < minimum z in(v) pfes v8echny zpétné hrany uv
. Y « minimum ze z(w) pfes v8echny stromové hrany uw
z(u) < minzy
. Pokud z(u) > in(u),
je jisté mostem hrana, po které jsme vstoupili do u.

o Ul W N

Casova i pamétova sloZitost tohoto upraveného DFS jsou O(m + n).

Q

Nejdelsi cesta v ohodnoceném DAGu
Definice: Pro u,v € V bude D(u,v) délka nejdelsi cesty z v do v. D®(u,v) bude
délka nejdelsi cesty v grafu s otoenymi hranami.
Neexistuje-li cesta z v do v, necht D(u,v) = —oo.
Algoritmus:
1. Vstup: Graf G, v ném vrchol u.
2. Zvolime topologické usporadéani w;...w, na G. Necht wy = u.
3. Predpocitame si ke kazdému vrcholu vSechny jeho predchudce, tedy
mnozinu W; = {w; | (w;,w;) € E}.
4. Pro vSechny vrcholy w; pfed u (Vw; : i < k) nastavime délku cesty
D(u,w;) = —o0, pro u pak D(u,u) = 0.
5. Postupné prochazime vrcholy w; € V(G) v topologickém potadi a pro
kazdy z nich spoc¢itdme D(u, w;).

D(u,wi) =  max  (D(u,w;)+ e(w;,w;))
w;|(wy,wi)€EE
6. Vistup: {D(u,wi)}.
Casova sloZitost: Sestrojeni topologického uspofadani a predpoéet v O(n + m). Po-
stupné poéitani D(u,w) také v O(n + m), celkem O(n + m).
Pamétova slozitost: Piedpocet predchiidcii zabere O(n + m) paméti.
Hledani kritickych hran v ohodnoceném DAG-u

Definice: Hrana je kritickd pravé tehdy, kdyz lezi na nékteré z nejdelsich cest.
Pozorovani: Hrana (x,y) je kritickd pravé tehdy, kdyz D(u,x) + e(z,y) = D(u,y).
Algoritmus:

1. Vstup: Graf G, v ném vrchol u.
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2. Nalezneme v grafu G nejdelsi cesty z u predchozim algoritmem
3. Vybereme ty hrany, které splituji rovnost D(u,x) + e(z,y) = D(u,y)
— kritické
4. Vystup: Seznam kritickych hran.
Casova a pamétova slozitost: O(n + m)

Rozkladani orientovanych grafti na komponenty silné souvislosti

Definice: R bude relace na V(G) takova, ze uRv pravé tehdy, kdyz existuje oriento-
vana cesta v G z u do v a soucasné z v do u.
Definice: G je silné souvisly pravé tehdy, kdyz V(u,v) € V(G) : uRwv.
Definice: Komponenty siln€ souvislosti grafu G jsou ekvivalenéni t¥idy relace R.
Poznamka: Je R vibec ekvivalence? Ano, zkuste si v definici prohodit u a v.
Definice: Graf komponent C(G)

V(C(G)): Komponenty silné souvislosti grafu G

(Cl, CQ) € E(C(G)) & dup € Cl,’l)z e (Cy: (1)1,1)2) € E(G)
Lemma: Graf komponent C(G) kazdého grafu G je DAG.
Diikaz: Sporem: Necht Cq, Cs, . .. Cy tvofi cyklus v C(G). Podle definice grafu kom-
ponent tedy musi existovat vrcholy x1...zr € C; ayr...yx € Ciq1 takové, ze (z;,y;)
jsou hrany grafu G.

Vsechny C; jsou silné souvislé, tedy existuje cesta z y;—1 (mod k) do z; v C;.
Slepime nyni vSechny tyhle cesty a hrany za sebe.

1 =Y —> ... >T2—=>Y2 —> ... >T3 Y3 > .o .. ... — Tk Y — ... > T1

Slepenim vznikne cyklus v G, coz je spor, nebot vSechny vrcholy v cyklu musi
lezet v jedné komponenté souvislosti. Q

Definice: Zdroj v grafu G je takovy vrchol, do kterého nevedou zadné hrany
Definice: Zdrojovd komponenta grafu G je takova komponenta silné souvislosti, ktera
tvoii zdroj v C(G).
Trik: Uvazujme graf GF (graf G, ve kterém oto¢ime orientace vsech hran). Pokud
v lezi ve zdrojové komponenté grafu G, pak DFS(v) v G projde pravé komponen-
ty G.

Pustime-li DFS(G), pak vrchol s maximélnim out(v) lezi nutné ve zdrojové
komponenté (laskavy ¢tendr dokéze samostatné).
Tvrzenicko: Pokud (C1,Cs) € E(C(G)), pak

max out(x) > max out(x).
z€Cy €l

Dikaz:

e Budto DFS vstoupi nejdiive do C; — nékdy odtamtud dojde do Cs
a zase se nékdy vrati, rozhodné ale diive nez z C;. Pro tento pfipad
tvrzenicko plati.
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® Nebo vstoupi nejdiive do Cy. Odtud nemtze nikdy dojit do Cj.

Vrati se tedy rozhodné diive z celé Cs, nez kdy viubec vstoupi do
C1, tedy pro tento piipad také tvrzenicko plati.

Q

Vybereme si tedy vrchol vy ve zdrojové komponenté grafu G (ten s maxim4l-
nim out(v1)), spustime DFS(v) v G a vSechny dosazené vrcholy w oznackujeme —
komp(w) « v.

Nyni si vybereme vrchol vy ve zdrojové komponenté neoznackované ¢asti G’
grafu G (ten s maximalnim out(vs)) ... a algoritmus analogicky opakujeme, dokud
existuji neoznackované vrcholy.

Pozorovani: Neoznackovana ¢ast G’ grafu G je prézdnd, nebo m4 zdrojovou kompo-
nentu. Kdyby zdrojovou komponentu neméla, tak nemd zdroj ani C(G’), tedy C(G")
budto obsahuje cyklus (spor s definici), nebo je prazdny.

Algoritmus:

1.

Nooo-

8.

Vstup: Graf G

2. Sestrojime G
3.
4. Spustime DFS(G), pfi opusteni vrcholu jej vlozime do Z. Mame tedy

Z < prazdny zasobnik, komp(x) < 7

vrcholy v zésobniku set¥idéné podle out(v).

. Postupné pro v € Z:

Pokud komp(v) = ?
pustime DFS(v) v GF s omezenim jen na vrcholy w, pro
které komp(w) = ?, vSem navstivenym vrcholiim w nastavime
komp(w) < v.
Viystup: Pro kazdy vrchol v vratime jeho komponentu komp(v).

Casova a pamétova slozitost bude O(m +n), nebot prvni DFS ma O(m + n), kazdé
dalsi DF'S se omezi jen na svoji komponentu silné souvislosti a soucet velikosti vsech
komponent souvislosti je O(m + n).
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