3. Prohledavani grafu

Prohledani do sitky Breadth-First Search — BFS

Jde o grafovy algoritmus, ktery postupné prochéazi vsechny vrcholy v dané kom-
ponenté souvislosti. Algoritmus nejprve projde vSechny sousedy pocate¢niho vrcholu,
poté sousedy sousedi, atd...Diky tomuto zptisobu prochéazeni se nékdy téz nazyva
walgoritmus viny®, nebot se z podateéniho vrcholu $i¥ pomyslnd vlna, kterd v kazdém
kroku nalezne vsechny uzly, které maji od pocatecniho vrcholu stejnou vzdalenost.
Algoritmus se tedy skvéle hodi naptiklad pro hledédni nejkratsi cesty mezi dvéma
vrcholy v grafu.

Zatim predpokladejme, ze graf, se kterym pracujeme, je orientovany. Oriento-
vanou hranu (u,v) z u do v budeme obvykle zkracovat jako uv. Pro neorientované
grafy bude vSe obdobné.

Praseci graf a prichod vlny skrz néj

Popis algoritmu: Na zacatku vloZzime do fronty @) po¢ateéni vrchol vy. Déle siv poli Z
budeme pro kazdy vrchol pamatovat znacku, zda jsme ho jiz navstivili (Z[v] = 1),
¢ nikoli (Z[v] = 0). Na poéatku jsou vechny znacky nulové, jen vrchol vg, ktery je
oznacen a vlozen do fronty.

V kazdém dalsim kroku pak zkouméme frontu Q: pokud neni prazdné, vez-
meme z ni prvni vrchol v a podivame se na vSechny vrcholy v, do nichz z u vede
hrana. Pokud sousedi je$té nejsou oznaceni, tak je oznaCime a ptriddme je do fronty
k néslednému zpracovani. Toto opakujeme, dokud neni fronta préazdna.
Algoritmus:

1. Q — {’Uo}.
2. Z[¥] < 0, Z[v] + 1.
3. Dokud @ # 0 opakujeme:

4. Vyzvedneme vrchol u z Q.
5. Yo :uv € B
6. Je-li Z[v] = 0 = Z[v] + 1, pfiddme v do Q.

Pozorovani: BFS se zastavi.
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Dikaz: Zpracovavame jen vrcholy, které byly ve fronté. Kazdy vrchol se dostane
do fronty maximalné jednou. (Kazdy je oznafen max. jednou, znacky neodstraiiuje-
me.)

Lemma: BFS(uvg) oznadi v pravé tehdy, kdyz existuje cesta z vy do v.

Dikaz: ,—“: Plati jako invariant po celou dobu béhu algoritmu. To dokéazeme
indukci dle doby béhu algoritmu:

Prvni krok indukce je trividlni, nebot cesta z vy do vg existuje vzdy. Nyni si
predstavme, ze oznacujeme vrchol v pfes hranu uv. To znamend, ze vrchol u jiz
musel byt oznaceny. Dle indukéniho predpokladu tedy existuje cesta z vg do u, a
tudiz pokud k této cesté ,prilepime“ hranu uv, dostavame sled z vy do v, ktery lze
vzdy zredukovat na cestu.

»,<—=" Sporem: Necht existuje neoznaceny vrchol v dosaZzitelny po néjaké cesté
z vg. Uvazme nejkratsi cestu (vg,v): vg, v1...,vr = v a vezméme minimélni ¢ takové,
Ze v; neni oznaeny. Vime, Ze i > 0 (nebof vy je urc¢ité oznafen uz na zacatku
algoritmu). TudiZ v;,_1 je oznaleny. P¥i oznaceni jsme ho ovSem pfidali do fronty,
takze jsme ho z fronty museli pozdéji zase vyjmout. P¥i tom jsme ovSem museli
objevit hranu v;_1v; a oznaéit vrchol v;, coz je spor. @

Nyni tedy vime, Ze algoritmus je spravny, a mame predstavu o tom, jak funguje.
Podivame-li se na néj podrobnéji, zjistime, ze je hodné zavisly na tom, jak si budeme
graf pamatovat. Zanedlouho zaroven zjistime, Ze nam reprezentace grafu v paméti
znatelné ovlivni éasovou (i pamétovou) slozitost celého algoritmu.

Reprezentace grafu v paméti

Méjme néjaky orientovany graf G s n vrcholy a m hranami. Jak ho reprezen-
tovat?

Vrcholy mtzeme ocislovat od 1 do n. Pro ulozeni hran méame na vybér hned
nékolik zpusobt. Predvedeme si je na grafu z nasledujiciho obrazku:

A B

C D
Ukazkovy graf

1. matice sousednosti

Matice sousednosti pro graf G na n vrcholech je ¢tvercova matice A o rozmérech
n x n, takova, ze A; ; popisuje, jestli z vrcholu ¢ do vrcholu j vede hrana (4;; = 1)
nebo nikoliv (4; ; = 0).

Nas graf z obrazku vyse by tedy v maticové reprezentaci vypadal takto:
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S touto matici se pracuje velmi snadno, napf¥. vSechny sousedy i-tého vrcholu
zjistime jednoduse tak, Ze projdeme i-ty fadek matice a najdeme vSechny jednicky.
M4 ovSem dvé zfejmé nevyhody: ¢asovou a pamétovou slozitost. Projiti soused jed-
noho vrcholu trvéa vzdy ©(n), projiti sousedii pro v8echny vrcholy (coZ potfebujeme
v BFS) pak trva ©(n?). Velikost matice je vidy n x n, bez ohledu na to, jak ,iidky*
je graf. U grafu s mnoha vrcholy, ale s malym poc¢tem hran, tedy budeme zbytec¢né
plytvat mistem v paméti. Tato reprezentace je tedy nevyhodné predevs§im pro tiidy
grafl, jako jsou stromy, které maji n— 1 hran, nebo rovinné grafy, které maji nejvyse
3n — 6 hran.

Pozorovani: BFS s reprezentaci matici sousednosti bézi v ¢ase: ©(n?).

Diikaz: Uz jsme si uvédomili, Ze kazdy vrchol se dostane do fronty @ nejvyse jednou.
Pro kazdy vrchol ve fronté potfebujeme projit jeho sousedy, coz ndm trvéa s reprezen-
taci matici sousednosti ©(n). Vrcholi je celkem n, tedy ¢asova slozitost je ©(n?). O

2. seznam sousedu

V matici sousednosti jsme museli prochazet jak hrany, tak nehrany, coz bylo
zbytecné. Bylo by tedy vyhodnéjsi pamatovat si pro kazdy vrchol pouze jeho sousedy.
To muzeme zafidit naptiklad jednim ze dvou nasledujicich zpusobii:

Uchovavejme pole indexované vrcholy tak, ze v kazdém prvku pole je ukazatel
na spojovy seznam sousedil tohoto vrcholu. Tedy L(v) = {w : vw € E(G)}.

Pokud se ndm nebude chtit pracovat se spojovymi seznamy, muzeme vyuzit re-
prezentaci pomoci dvou poli. Prvni pole V' bude opét indexované vrcholy. V druhém
poli E budou pro kazdy vrchol uloZeni jeho sousedé. V poli V' si pamatujeme pro
kazdy vrchol i index do pole E, kde zacinaji jeho sousedé, a navic dodefinujeme, Ze
VIn + 1] = m + 1. K sousedtim vrcholu ¢ se pak jiz dostaneme snadno — nalezneme
je na pozicich V[i],...,V[i+1] — 1.

A BCD
v]3lafs]7]

& [B[C[D[b[A]B]

Zmazornéni poli seznamu sousedt
Na tuto reprezentaci uz sta¢i prostor ©(n + m), coz uz je, na rozdil od pied-
choziho kvadratického prostoru, docela ptijemné.

Pozorovani: BFS s reprezentaci seznamem sousedt bézi v ¢ase O(n + m).
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Dikaz: Algoritmus zpracuje kazdy vrchol nejvysSe jednou a stravi jim c¢as linedrni
v poctu odchozich hran, tedy ©(deg™ (v)). Casova sloZitost celého algoritmu tedy
¢ini:

O|n+ Z deg” (v) | =0O(n+m).
veV(G)

V)
3. orakulum
Dalsi moznosti reprezentace je jakési orakulum, které ndm na pozadani fekne
(spo¢itd), kam vedou hrany z daného vrcholu. To se hodi napfiklad tehdy, pokud graf
vznikl vypocétem a nechceme plytvat paméti na jeho ulozeni. To se hodi naptiklad
u uz zminéného hlavolamu , Lloydova osmicka®.

Neorientované grafy

Chceme-li reprezentovat neorientovany graf, ulozime kazdou hranu v obou ori-
entacich.

Vypocet vzdalenosti
Abychom mohli vyuzit toho, ze algoritmus prochazi vrcholy grafu ve vlné, k vy-

poc¢tu vzdalenosti, doplnime do néj dvé pomocné pole: D[v] bude fikat, na kolik kro-
ki jsme se do v dostali, P[v] bude obsahovat pfedchidce vrcholu v, totiz vrchol u,
ze kterého jsme se do v dostali po hrané a jehoz D[u] = D[v] — 1.
Rozsifeny algoritmus:

1. Q — {Uo}.

2. Z[¥] < 0, Z[vo] + 1.

3. D[*] < oo, D[vg] < 0.

4. Dokud @ # () opakujeme:

5. Vyzvedneme vrchol u z Q.

6. Pro kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z vrcholu u:
7. Je-li Z[v] = 0:

8. Z[v] < 1,D[v] < D[u] + 1, P[v] < u

9. Pridame v do Q.

Definice: Fdze béhu algoritmu: Ve fazi Fy je zpracovavan vrchol vg. Ve fazi F; ;1 jsou
zpracovavany vrcholy uloZené do fronty () béhem faze F;.
Pozorovani: Kazdy vrchol v dosazZitelny z vy se Gcastni pravé jedné faze, a to té
s ¢islem DJv].
Lemma: Po zastaveni BFS pro vSechny vrcholy dosazitelné z vg plati, ze D[v] je
rovno d(vg, v), totiz vzdéalenosti (délce nejkratsi cesty) z vy do v.
Dikaz: Nejprve si uvédomime, Ze kdykoliv je v oznacen, vede do néj z vy néjaky
sled délky v (indukci, stejné jako jsme pted chvili dokazovali, ze BFS projde vSechny
dosazitelné vrcholy). Proto nemtize byt D[v] mensi nez d(vg, v).

Sporem dokézeme, Ze nemuze byt ani vétsi. Predpokladejme, Ze existuje néjaky
»Spatny“ vrchol v, pro ktery je D[v] > d(vg,v). Necht P je néktera z nejkratsich cest
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z vg do v. Z moznych Spatnych vrcholt si vyberme takovy, jehoz P je nejkratsi mozna.
JelikoZ pro vrchol vy je zajisté D[vg] = d(vg,vo) = 0, musi byt v rizny od v, takze
ma na P néjakého predchiidce u. Pro toho ovsem je vzdalenost spocitana spravneé:
Dlu] = d(vg,u) = d(vo,v) — 1.

Uvazujme nyni, co se stalo v okamziku, kdy jsme D|u] nastavili. Tehdy jsme u
ulozili do fronty, po Case jsme ho z fronty zase vytahli a prozkoumali jsme vSechny
vrcholy, do niZ vede z u hrana. Tedy i vrchol v, takze D[v] v tomto okamZiku nemuze
byt vétsi nez Dlu] + 1 = d(vg,v), a to je spor. Q@

Vime tedy, zZe BFS spravné spo¢ita délky nejkratsich cest do vSech vrcholua gra-
fu. Pomoci pfedchtudct v poli P muZeme tyto cesty dokonce snadno rekonstruovat:
predposlednim vrcholem na nejkratsi cesté do vrcholu v musi byt vrchol P[], jeho
pfedchidcem P[P[v]], ..., az do vrcholu vy.

Predchidci ndm tedy kdéduji strukturu nejkratsich cest do vSech vrcholu. Ma-
zeme se na né divat také nasledovneé:

Definice: Strom nejkratsich cest je orientovany strom s mnozinou vrchola W = {v €
V(G) | v dosazitelny z vo} a hranami {(P(v),v) | v € W,v # vo}.

Pozorovani: Kofenem stromu nejkratsich cest je vrchol vg, cesta v tomto stromu z vy
do v (jednoznacéné urcend, je to strom) je pak jednou z nejkratsich cest z vy do v
v puvodnim grafu.

Komponenty souvislosti

V neorientovanych grafech mtzeme BFS jednoduse pouzit na nalezeni kompo-
nent souvislosti. Jiz vime, ze BFS spusténé z vrcholu vy projde pravé ty vrcholy,
které jsou z vy dosazitelné, coZ jsou v neorientovaném grafu presné ty, které lezi
v téze komponenté.

Staéi opakované spoustét BFS z dosud neoznacéenych vrcholi, pokazdé nam
oznadi jednu komponentu.
Algoritmus:

1. Pro vSechny vrcholy v € V(G) opakujeme:

2. Pokud je vrchol v neoznaceny:
3. Spustime BFS(v) a pfifadime objevené vrcholy nové kompo-
nente.

To, co jsme o BFS zjistili, mizeme shrnout do nasledujici véty:
Véta: BFS(vg) v ¢ase ©(n + m) spocte:
® vrcholy dosazitelné z vy
e vzdalenosti téchto vrcholt od vg
e strom nejkratsich cest z vg

Prohledavani do §itky ale neni jediny algoritmus, ktery néjak systematicky prochazi
graf. Jak uz nazev kapitoly napovidé, budeme se zabyvat jesté druhym algoritmem,
prohledéavanim do hloubky. Podivejme se, jak bude vypadat ...

Prohledavani do hloubky Depth-First Search — DFS

Tento algoritmus neprochézi graf ve viné jako BFS, nybrz rekurzivné. Vzdy se
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zanori co nejhloubéji az do listu a pak se o kus vrati a opét se snazi zanofit. Vrcholy,
ve kterych uz byl, ignoruje.

Opét uvazme nejdiive graf orientovany. Nasledné si ukazeme, Ze v neoriento-
vaném grafu budou pouze malé zmény.

Budeme pouzivat podobné znaceni jako u BFS. V poli Z si budeme pamatovat,
zda jsme vrchol jiz navstivili (hodnota 1), nebo ne (hodnota 0). Aby se nam algo-
ritmus lépe analyzoval, zavedeme proménnou 7T, kterd bude fungovat jako hodiny —
v kazdém kroku algoritmu se zvétsi o jednicku. Do poli in a out si budeme ukladat
¢as prvniho a posledniho priichodu vrcholem.

Algoritmus:

1. Inicializace: Z[x] < 0,T < 1, in[] <=7, out[] <7
2. DFS(v):

3. Zvl+1,inv] « T, T+ T+1

4. Pro w: vw € E(G):

5. Pokud Z[w] = 0, zavolame DFS(w)

6. outo) « T, T+ T+1

Véta: DFS(vg) v ¢ase ©(m + n) oznadéi pravé vsechny vrcholy dosazitelné z vg.
Diikaz: Korektnost dokazeme stejnym argumentem, jako u BFS.

V analyze casové slozitosti si pak opét uvédomime, ze algoritmus zavoldme
na kazdy vrchol nejvyse jednou (pak uz je oznaceny) a zpracovanim vrcholu stravime
Cas linearni v po¢tu hran, které z néj vedou. Celkem tedy prozkoumame kazdou hranu
nejvyse jednou a stravime tim konstantni cas. Q@

Vyzkousejme si DFS na grafu z nasledujiciho obrazku:

Znazornéni priubéhu DFS a typt hran

Graf je reprezentovan tak, ze v kazdém vrcholu jsou hrany usporadany zleva
doprava. Cisla u vrcholii ukazuji jejich in a out.

Muzeme si vSimnout, Ze k riznym hrandm se DFS chova razné. Po nékterych
projde, jiné vedou do uz prozkoumanych vrchold, ale nékdy do takovych, ze kterych
jsme se jesté nevratili, jindy do uz zpracovanych. Za chvili uvidime, ze mohou nastat
CtyTi ruzné situace. Nejsnaze se poznavaji podle hodnot in a out.

Pozorovani: Chod algoritmu muZeme popsat posloupnosti zavorek: (, bude znaéit
wvstoupili jsme do vrcholu v* (a nastavili in(v)), ), budiz opusténi vrcholu (nastaveni
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out(v)). Tato posloupnost bude spravné uzévorkovand, ¢ili pary zavorek se nebudou
k¥izit.
Klasifikace hran: DFS déli hrany na nésledujici ¢tyfi druhy. Hrana uv je:
® Stromovd (na nasem obrazku plnd) pokud po ni DFS proslo do ne-
oznaceného vrcholu. Vsimnéte si, Ze stromové hrany spolecné tvori
strom orientovany od kofene vg. (Je to strom, jelikoz vznikd postup-
nym piiddvanim listd.) Tomuto stromu se fika DFS strom.
® Zpétnd (teCkovand) — takova hrana vede do vrcholu, do kterého jsme
vstoupili, ale jesté jsme ho neopustili (to je vrchol, ktery mame pfi
rekurzi na zasobniku). Odpovida uzavorkovani (... (.- )u---)v-
® Doprednd (¢arkovand) — vede do vrcholu, ktery jsme uz opustili, ale
ktery je potomkem aktudlniho vrcholu: (4. .. (v - )v- - )u-

® Piiénd (Gerchovand) — vede do vrcholu, ktery jsme uz opustili, ale
ktery ve stromu nelezi pod aktualnim vrcholem. Musi tedy vést do
vrchola ,nalevo“ od stromové cesty z vy do u. Napravo totiz lezi
vrcholy, které v okamziku opousténi u jesté nebyly prozkoumané,
takze hrana uv by se stala stromovou. Pfi¢né hrany pozname podle
uzavorkovani (.. )y. . (y- - )u-
® Jiné druhy hran nemohou existovat, probrali jsme totiz vsechny
moznosti, v jakém vztahu mohou byt pary zavorek (). a (v)o-
Kterého typu hrana je, miizeme tedy poznat podle znacky Z[v] a podle hodnot
in a out vrchold u a v.
Neorientované grafy: V neorientovanych grafech (kazdou hranu vidime jako dvé
orientované hrany) je situace daleko jednodussi. Budto hranu objevime jako stro-
movou (a v opacném sméru ji vidime jako zpétnou), nebo ji objevime jako zpétnou
(a v opa¢ném sméru se jevi dopfednou). PFi¢né hrany nemohou existovat, protoze
k nim opac¢nd hrana by byla pfi¢na vedouci zleva doprava, coz vime, Ze nenastane.
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