2. Slozitost, grafové algoritmy (zapsal Martin Koutecky)

Model RaMm

Pfi analyze algoritmu bychom chtéli néjak popsat jeho slozitost. Abychom moh-
li udélat toto, potfebujeme nejprve definovat vypocetni model. Vypocetnich modela
je vice, my vybereme jeden pomérné blizky skuteénym pocitactm:

Definice: Random Access Machine (RAM)

RAM pocita jen s celymi ¢isly — znaky, stringy a podobné reprezentujeme ¢isly,
jejich posloupnostmi atd. Pamét je tvofena buiikami, které obsahuji ¢isla. Pamétové
buiiky jsou adresované taktéz Cisly. A program samotny je kone¢nd posloupnost
instrukei nasledujicich druhu:

e Aritmetické a logické: X <-Y ® Z,® € {+, —, %,div,mod, &, |, <<
,>>}

e Ridici: goto label, halt

® Podminky: pro libovolnou nepodminénou instrukci mizu pouzit
if X <Y ==> instrukce

Poznamka (operandy):

e Konstanty (1, 2, ...)

e Adresované piimo — M[konst.] — budeme pouzivat pismena A-Z jako
aliasy pro butiky paméti —1 az —26, které nazyvame registry. (tedy
A=M[-11)

e Adresované nepiimo — M[M[konst.]] — budeme pouzivat zkratku
[[konst.]]

Samotny vypocet probiha takto:

1. Do smluvenych bunék umistime vstup, obsah zbylych pamétovych bu-
nék neni definovan.

2. Provadime program postupné po instrukcich, dokud nedojdeme k haltu
nebo konci programu.

3. Pokud se program nezacyklil, tedy pokud skon¢il, ze smluvenych bunék
precteme vystup.

Slozitost

Jak dobfe popsat slozitost?

1. RAM s jednotkovou cenou: Cas = #instrukci, prostor ~ maximal-
ni ¢islo buiiky minus miniméalni ¢islo bunky pouzité pfi vypoctu.
Toto neni moc dobry napad, protoZe neni nijak penalizoviana na-
priklad prace s velmi dlouhymi ¢isly — pofad je to jedna instrukce,
takze cena je stejnd, ale pocitace se tak prece nechovaji. Velikost
C¢isel ale omezit nesmime, protoze bychom omezili pamét (¢isly ji
adresujeme).
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2. RAM s logaritmickou cenou: cena instrukce ~ #bitu zpracovava-
nych Cisel, prostor &~ # biti vSech pouzitych bunék. To je teore-
ticky pfesné, ale dost nepraktické (ve vSech slozitostech by byly
logaritmy).

3. RAM s omezenymi cisly: jednotkova cena instrukci, ale ¢isla omezi-
me né&jakym polynomem P(n). Tim zmizi paradoxy prvniho mode-
lu, ale mzeme adresovat jen polynomidlni prostor (to ndm ovSem
obvykle nevadi).

Nadale tedy budeme predpokladat treti zminény model.

Definice:

e Cas béhu algoritmu t(x) pro vstup x méiime jako sumu ¢asti pro-
vedenych operaci, které program provedl pfi zpracovani vstupu x.

® Prostor béhu algoritmu s(x) je analogicky pocet paméfovych bunék
spotfebovanych pfi vypoctu se vstupem x.

e Casovd sloZitost (v nejhorsim ptipade) je:

T(n) := max{t(x); x je vstup délky n}.
® Prostorovd slozitost (v nejhorsim ptipadé) je:
S(n) := max{s(z);x je vstup délky n}.
Nyni zkusime zanalyzovat néjaky konkrétni algoritmus. Vezméme naptiklad
fazeni pomoci pfimeho vybéru (selection sort). Na vstupu dostaneme pocet ¢isel n

(v registru N), v buiikdch 1,...,n je nesetfidéna posloupnost ¢isel. Ta pak tfidime
nasledujicim algoritmem zapsanym v pseudokddu:

1. Proi=1 do n:

2. je—i
3. Pro k=1 do n:

4. Je-li (k] < [j]=7j <k
5. [i] prohodime s [j].

Jak by takovy algoritmus vypadal zapsany v instrukcich RAM? Budeme muset
pouzit navésti a goto misto cykld, jména registri misto proménnych a tfeba proho-
zeni musime provést pres tfeti proménnou. Néjak takto:

I<-1

LOOP: J <=1
M<-1I

MIN: IF [J]>=[M] ==> GOTO NEXT
M<-1J

NEXT: J <= J+1
IF J<=N ==> GOTO MIN
X <- [I]
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(1] <- [M]
M] <- X
I <- I+1
IF I<=N ==> GOTO LOOP
Pojdme se podivat, jaké je Casovéa slozitost jednotlivych ¢asti algoritmu. Cyklus
MIN provede za priichod 3 nebo 4 instrukce, ale zajimé nas nejhorsi pfipad, takze 4.
Zavola se (N — I + 1)-krét, tedy celkem provede 4 - (N — I + 1) instrukei.
Mimo cyklu MIN je v LOOP jesté 7 instrukci, tedy cely LOOP provede 4- (N — I+
1)+ 7 =4(N —1) + 11 instrukei.
Celkové se dostavame k soucétu

N(N -1
¥:2N2+9N+1.

N
1+ () 4N -I)+11) =1+ 1IN +4- 5

I=1

Na multiplikativnich konstantich ale nezalezi — Na realnych strojich se ceny
jednotlivych (pro nés jednotkovych) instrukei stejné lisi, takZe nemé cenu se mul-
tiplikativnimi konstantami zabyvat (alesponl pfi prvnim pfiblizeni k problému).

IN2 L+ ON +1~ N2+ N

Navic asymptoticky pomalejsi funkce nakonec pro velké N vzdy prohraje. Tim
padem nezalezi ani na ¢lenech nizich radu:

N2+ N~ N?

Kdyz uz toto vime, mizeme zanedbavat konstanty pribézné: N cykld po
~ N krocich = ~ N2 kroki. To nés vede k zavedeni tzv. asymptotické notace:

Asymptoticka notace

Definice: Pro funkce f,g : N — R™ fekneme, 7e f je O(g) pravé tehdy, kdyz Jec >
0:V*'neN: f(n) <c-g(n). Zde ¥*n € N je zkratka za ,Ing € N : Vn > no“, tedy
»pro vSechna n az na koneéné mnoho vyjimek.*
Poznamka: O-notace tedy vyjadiuje, ze funkce f je skoro vSude mensi nebo nejvyse
rovnd néjakému redlnému nasobku funkce g. Ackoliv zapis vypada jako rovnost,
rozhodné neni symetricky: napiiklad plati logn = O(n), ale neplati n = O(logn).
Formalné by bylo lepsi povazovat O(g) za tiidu funkci, pro které plati, ze se daji
shora odhadnout kladnym nésobkem funkce g, a psit tedy f € O(g), ale zvyk je
bohuzel zZelezna kosile.
Priklady: 2,5n% = O(n?), 2,5n% + 30n = O(n?).
Také plati:

O(f) +0(g) € O(f +9),

¢imz myslime, ze pokud vezmeme libovolnou f/ = O(f) a ¢’ = O(g), bude ' + ¢’ =
O(f +g). To plati, jelikoz skoro v8ude je ' < cf, ¢ <dg,atedy f'+¢ <cf+dg <
(c+d)(f+9)
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Cviceni: Ukazte, Ze:

* O(f)-O(9) =0O(f - 9),
* O(f +9) = O(max(f,g)),
® O(n?) + O(n) = O(n? +n) = O(n?).
O-notace popisuje horni odhad asymptotického chovani funkce. Mnohdy vsak
potfebujeme také odhadnout funkci zespodu (chceme-li Fici, Ze algoritmus potiebuje

alespori néjaké mnozstvi ¢asu nebo paméti), ptipadné z obou stran:
Definice:

e f=Q(g9)=Fec>0:Y*"neN: f(n)>c-g(n).
Q-notace tedy ik, Ze hodnota funkce f je vidy stejnd nebo vyssi
nez néjaky c-nasobek funkce g, a tedy g = O(f).
*f=06(g)=f=0(g) A=)
nebo vyreénéji:
f=06(g =3c,e2>0:¥"neN:c-g(n) < f(n) <cz-g(n) To
znamena, ze existuji nezaporné realné konstanty ¢y, co takové, Ze se
funkce f(n) d4 ohrani¢it ¢;- a cp-nasobkem funkce g(n).

Poznamka: Ona rovnost je dost zavadéjici. Neni to totiz rovnost, neni to symetrické.
Jiny, mozna rozumnéjsi pohled, je zavedeni O(g) jako mnoziny. Pak by se dalo psat
f € O(g), nebo tteba O(n) C O(n?).

Porovnani rastu funkci: (aneb jak moc mame algoritmy radi podle jejich chovani
od nejlepsich k nejhorsim)

e O(1)... funkce zespoda i shora ohranic¢ené konstantami

e O(log (logn))

e O(logn) ... logaritmickd

® ©(n°),e € (0,1) ... sublinedrni

® O(n) ... linedrni

® O(n?) ... kvadratické

e O(n*) ... polynomialni

® ©(2") ... exponencialni pti zakladu 2

e ©(3™) ... exponencidlni pfi zadkladu 3

e ©(k™) ... exponencidlni pii zdkladu k > 1
e O(n!) ... faktoridlova

* O(n")

e ... nekoneéné mnoho dalsich tfid (i mezi témi vyse uvedenymi)

Pozndmka: Pokud se v odhadu sloZitosti vyskytne logaritmus (jinde nez v exponen-
tu), nezalezi na tom, jaky mé zéklad, protoze plati:
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kde 1/log,k je jen konstanta, takze ji muzeme ,schovat do O¥.
Piiklad: Select sort (rozebrany vyse): Kdyz jej pustime na n ¢isel, pak ¢asov slozitost
je T(n) = ©(n?) a prostorova S(n) = O(n).

Uvod do grafovych algoritmii

Dalsi dtlezitou a zajimavou kapitolou jsou grafové algoritmy. Napiiklad nasle-
dujici ptiklady lze (i kdyz to tak ob¢as na prvni pohled nevypadd) Fesit néjakym
grafovym algoritmem:

e Mam mapku silniéni sité, v ni mista (vrcholy) oznacend ,,Doma‘
a ,Skola“. Dostanu se do $koly (lezi ve stejné komponenté souvis-
losti)? Dostanu se do $koly, kdyZ v zimé napadne hodné snéhu a
nékteré cesty budou neprijezdné? A jaky nejkrat$i tsek cest musi
silni¢ari prohrnout, aby byla vSechna mista na mapé dostupna?

e Méjme hlavolam ,,Lloydova devitka“ — krabicku 3 x 3 se ¢tverecky
oznacenymi ¢isly od jedné do osmi a jednou mezerou, ¢tverecky jsou
zamichané a nasim tkolem je spravné je seradit pomoci presouvani
étvereckil sousedicich s mezerou do této mezery. Jak to udélat? Ko-
lik nejméné krokd nam na to staci? Jde to vibec se zaddnim, které
jsme dostali?

e Jaké je nejkratsi (kladné, celé) ¢islo v desitkové soustavé zapsané
jen Cislicemi 1, 0, které je délitelné t¥inacti? Nakreslime orientovany
graf s vrcholy 0 az 12 a hranami (x,y), y = 10- zmod 13 a y =
(10-z+1) mod 13 (z kazdého vrcholu vychazi jedna hrana za piidani
¢islice 1 a dalsi za ¢islici 0). Hledané éislo existuje pravé tehdy, kdyz
graf obsahuje orientovany sled z 1 do 0. Jakym algoritmem takovy
sled najdeme?

Podobné a dalsi illohy budeme fesit v nasledujicich kapitolach.
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