1. Uvodni ptiklady, definice RAM

Priklad: REPORTAZ

Novinar mé za ukol za rok napsat reportdz o pracovnich podminkach v jedné
nejmenované firmé. Musi tedy vyzkousSet co nejvice pracovnich pozic. Chce ale, aby
se mu neustale zvysoval plat. Firma v riznych ¢asech vypisuje pracovni mista.

Receno matematicky, mame zaddnu posloupnost p1, ..., p, realnych ¢isel a hle-
dame v ni nejdelsi ostfe rostouci vybranou podposloupnost.

Jak muzeme takovy problém fesit?

Podle definice: budeme generovat vSechny podposloupnosti a testovat, jestli
jsou rostouci. Podposloupnost muzeme popsat charakteristickym vektorem, coz je
posloupnost nul a jednicek, kde na i-té pozici je 1, pravé kdyz podposloupnost obsa-
huje i-ty ¢len pavodni posloupnosti. Charakteristické vektory odpovidaji binarnim
zapistim Cisel 1 az 2" kde n je pocet vypsanych praci.

Charakteristické vektory mizeme generovat napiiklad tak, Ze si cifry bindrniho
¢isla budeme udrzovat v poli a budeme pfi¢itat 1. Po hlubsich tvahéach (zvidavi
hledejte pojem amortizovana éasova slozitost) zjistime, Ze na jedno pficteni jednicky
potfebujeme primérné konstantné mnoho operaci.

Nyni nas bude zajimat kolik fadové provedeme krokt. VSech charakteristickych
vektord je 2". Pro kazdy zkontrolujeme, jestli je podposloupnost rostouci, coz zabere
n kroku. Celkem tedy provedeme fadové 2" - n kroku.

Rekurzivné: vytvorme funkci, ktera dostane zacatek posloupnosti a najde vsech-
na rozsifeni na rostouci podposloupnost. Zajima nas ale jen nejdelsi podposloupnost,
polozme tedy f(i1, ...,ix) := maximani délka rostouci podposloupnosti navazujici
na iy, .oy Ty, -

Probereme vSechna j od i; + 1 do n a pro kazdé j takové, ze x; > z;,, na-
stavime maximum m <— max(m, f(i1, ..., ,J) + 1). Jako vysledek funkce vrati m.
Na zacatek posloupnosti pfiddme —oo a zavolame f(0).

1.Proj=ir+1ton

2. Kdyz z; > z;,
3. m — max(m, f(i1,..., i, J) + 1)
4. Vrat m

Nejhorsim pripadem je rostouci posloupnost, na které nase funkce vykond fa-
dové 2™ krokd.

Zamysleme se, jestli potfebujeme prvnich k—1 parametri. Pokrac¢ovani podpo-
sloupnosti mtze ovlivnit poze posledni parametr funkce f. Zjednodusime tedy volani
funkce a misto f(i1,...,i;) budeme volat f(ig).

Rekurze s blbenkou: f(i) bude voldna mnohokrat pro stejné i. Nejlépe je to
vidét na piikladu rostouci posloupnosti, kde je f(i) voldna po kazdém zavolani f(5)
kde j < 1.

V poli X si pamatujeme vysledky funkce f pro jednotliva i, tedy pole X obsa-
huje na pozici ¢ hodnotu f (7).
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Cvigeni: ukazte, ze algoritmus vykond fadové n? operaci a spotiebuje n bunék
paméti.
Bez rekurze: vSimnéme si, ze spo¢itat f(n) je velmi snadné (f(n) = 0).

1. f(n)=0

2.k=n-1...0

3. f(k)=0

4. j=k+1...n

5. Kdyz Tj > Tk

6. F(k) = max(f(k), (7) + 1)

Rychlost jsme nezvysili, dokonce ani pamét jsme neuset¥ili, ale zbavili jsme se
rekurze.

Prevést ulohu na grafovou je standardni informaticky trik. Vrcholy jsou éis-
la V :={1,...,n}, hrana (4,j) € E =i < j & x; < z;. Cesty v tomto grafu
odpovidaji vybranym rostoucim posloupnostem a my hledame nejdelsi cestu v acyk-
lickém grafu, coz umime (budeme umét) linedrné s velikosti grafu. Hran mize byt
az |E| = (g) ~ n?. Cimz jsme dostali dal$i kvadraticky algoritmus.

Datovd struktura: béhem semestru pozname Sikovnou datovou strukturu, kte-
r4 obsahuje uspofddané dvojice redlnych ¢isel (z,y), kde = je kli¢ a y hodnota.
Po této struktufe budeme chtit aby umeéla vlozit dvojici Insert(z,y) a dotaz Query:
Query(t):= max{y | Iz >t : (z,y) je ve struktuie}.

Postupujeme podobné jako v algoritmu Bez rekurze s tim rozdilem, ze kro-
ky 4 az 6 za nas udéla datova struktura. Pro kazdé k zavolame Insert(x;, f(j)) a
Query(xp41). Obé trvaji fadové logn, struktura ndm vrati nejvétsi hodnotu f(j)
pro dané zj41.

Provedeme tedy radové n - logn kroki, coz je nejlepsi znamé reseni.

Algoritmus

Na pfistich pfedndskach budeme studovat algoritmy a jejich vlastnosti. Co ale
algoritmus doopravdy je? Jak ho definovat? Zadna pofadna definice algoritmu nee-
xistuje. Pro nas bude algoritmus program v néjakém jazyce na néjakém vypocetnim
stroji (viz definice RAM).

Churchova teze: v8echny definice algoritmi jsou ekvivalentni. Toto neni oprav-
dovéa véta, spis vyjadiuje, Ze vSechny rozumné definice algoritmu definuji v podstaté
to samé.

Model RAM

V predchozi ¢asti jsme mluvili o vypodetnim modelu, pojdme tedy néjaky nade-
finovat. Vypocetnich modelu je vice, my vybereme jeden pomérné blizky skuteénym
pocitactm.

Definice: Random Access Machine (RAM)

RAM pocita jen s celymi ¢isly (déle jen éisla). Znaky, stringy a podobné repre-
zentujeme ¢isly, jejich posloupnostmi atd. Pamét je tvofena butikami, které obsahuji
éisla. Paméfové buriky jsou adresované taktéz cisly. Program samotny je konecné
posloupnost instrukei (také opatfenych adresami) nésledujicich druhi:
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(kde X,Y jsou néjaké operandy)

® Datové presuny X <- Y

e Aritmetické, logické a bitové: X <-Y & Z
@ € {+,—, *,div,mod, &, |, <<, >>} kde &, | znamenaji logické and
a or, <<, >> znamenaji bitovy posun vlevo a vpravo.

e Ridici: skok goto Z, podminény skok Kdyz X <Y goto Z, zastaveni
programu halt.

Operandy:

¢ Konstanty (1,2, ...)

e Adresované ptimo — [konst.] — budeme pouzivat pismena A-Z jako
aliasy pro buiiky paméti —1 az —26 (tedy A=[-1]), které nazyvame
registry a budou nam slouzit jako proménné (samozfejmné nejen
ony).

e Adresované nepiimo — [[konst.]]

MizZeme se chtit podivat na adresu, kterou mame uloZenou v néjaké
buiice, podobné jako pointery v C.

Samotny vypocet probiha takto:

1. Do smluvenych bunék umistime vstup, obsah zbylych pamétovych bu-
nék neni definovan.

2. Provadime program po instrukcich, dokud nedojdeme k haltu nebo
konci programu.

3. Pokud se program nezacyklil, tedy pokud skon¢il, ze smluvenych bunék
precteme vystup.

Miry slozitosti

1. RAM s jednotkovou cenou: ¢as = # instrukci pfi daném vstupu,

prostor = # bunék do kterych algoritmus asponi jednou zapsal bé-
hem vypoctu.
Toto neni moc dobry napad, protoZe neni nijak penalizoviana na-
ptiklad prace s velmi dlouhymi ¢isly — pofad je to jedna instrukce,
takze cena je stejné, ale pocitace se tak prece nechovaji. Velikost ¢i-
sel ale konstantou (tfeba 32 bitl) omezit nesmime, protoze bychom
omezili pamét (¢isly ji adresujeme) a co hif i moznou velikost vstu-
pu.

2. RAM s logaritmickou cenou: cena instrukce = # bitl zpracovava-
nych ¢isel, prostor = # bitl vSech pouzitych bunék. To je teoreticky
presné, ale dost nepraktické (ve vSech slozitostech by byly spousty
logaritmi).

3. RAM s omezenymi ¢isly: jednotkova cena instrukci, ale ¢isla omezi-
me néjakym polynomem P(n), kde n je velikost vstupu. Tim zmizi
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paradoxy prvniho modelu, ale mizeme adresovat jen polynomialni
prostor (to ndm ovsem obvykle nevadi).

Nadale budeme predpokladat tfeti zminény model.

Definice:

e Cas béhu algoritmu t(x) pro vstup x méfime jako sumu asii in-
strukci, které program provedl pfi zpracovani vstupu x. Pokud se
pro dany vstup program nezastavi berme t(z) = +oc.

® Prostor béhu algoritmu s(x) je analogicky pocet paméfovych bunék
pouzitych pfi vypoctu se vstupem .

Chceme zavést miru ¢asové a prostorové naro¢nosti programi zvanou slozitost. Slo-
Zitost je maximum délky béhu pres vSechny vstupy urcité délky.

® Mnozina moznych vstupi X
® Délka vstupu je funkce [ : X — IN
e Casovd sloZitost (v nejhorsim ptipade) je:

T(n) := max{t(z) | z je vstup délky n}.
® Prostorovd sloZitost (v nejhor$im ptipadé) je:
S(n) := max{s(x) | = je vstup délky n}.

Podobné mtzeme zavést i slozitost v nejlepsim a primérném priipadé, ale ty
budeme pouzivat jen ziidka.
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