7. Geometrické algoritmy (sepsal Pavel Klavik)

Ukéazeme si nékolik zakladnich algoritmil na feseni geometrickych problému v roviné.
Proc¢ zrovna v roviné? Inu, jednorozmérné problémy byvaji trividlni a naopak pro
vyssi dimenze jsou velice komplikované. Rovina je proto rozumnym kompromisem
mezi obtiZnosti a zajimavosti.

Celou kapitolou nés bude provéazet pohadka ze zivota lednich medvéda. Poku-
sime se vyfesit jejich ,kazdodenni“ problémy ...

Hledani konvexniho obalu

Daleko na severu zili ledni medvedi. Ve voddch tamniho more byla hojnost ryb
a jak je zndmo, ryby jsou oblibenou pochoutkou lednich medvédu. ProtoZe medvédi
z nast pohdadky rozhodné nejsou ledajaci a ani chytrost jim meschdzi, rozhodli se
vSechny ryby pochytat. Znaji presnd mista vyskytu ryb a radi by vyrobili obrovskou
sit, do které by je vSechny chytili. Pomozte medvédium zjistit, jaky nejmensi obvod
takovd sit miiZe mit.

Problém lednich médvédu: Jaky je nejmensi obvod sité?

Neboli v fe¢i matematické, chceme pro zadanou mnozinu bodi v roviné nalézt
jeji konvexni obal. Co je to konvexni obal? Mnozina bodu je konverni, pokud pro
kazdé dva body obsahuje i celou tsecku mezi nimi. Konvezni obal je nejmensi kon-
vexni podmnoZina roviny, ktera obsahuje véechny zadané body.(! Z algoritmického
hlediska nas vSak bude zajimat jenom jeho hranice, kterou budeme dale oznacovat
jako konvexni obal.

(1) Pamatujete si na linearni obaly ve vektorovych prostorech? Linearni obal mno-
ziny vektori je nejmensi vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje. Neni
nahoda, Ze tato definice pfipominda definici konvexniho obalu. Na druhou stranu
kazdy vektor z linearniho obalu lze vyjadfit jako linedrni kombinaci danych vektort.
Podobné plati i pro konvexni obaly, Ze kazdy bod z obalu je konvexni kombinaci da-
nych bodt. Ta se lisi od linedrni v tom, Ze vSechny koeficienty jsou v intervalu [0, 1]
a navic soucet vSech koeficient je 1. Tento algebraicky pohled mtZe mnohé véci
zjednodusit. Zkuste si dokazat, ze obé definice konvexniho obalu jsou ekvivalentni.
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Nasim tkolem je nalézt konvexni obal kone¢né mnoziny bodu. To je vzdy kon-
vexni mnohothelnik, navic s vrcholy v zadanjych bodech. Resenim problému tedy
bude posloupnost bodﬁ které tvofi konvexni obal Pro malé mnoziny je konvexni

°/44,<?’
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Konvexni obaly malych mnozin.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze vSechny body maji rizné x-ové
soufadnice. Tedy ut¥idéni bodu zleva doprava je uréené jednozna¢éné.(? Tim méame
zajisténé, ze existuji dva body, nejlevéjsi a nejpravéjsi, pro které plati nasledujici
invariant:

Invariant: Nejlevéjsi a nejpravéjsi body jsou vzdy v konvexnim obalu.

Algoritmus na nalezeni konvexniho obalu funguje na nasledujicim jednoduchém
principu, kterému se nékdy fika zametdni roviny. Prochazime body zleva doprava a
postupné rozsifujeme doposud nalezeny konvexni obal o dalsi body. Na zac¢atku bude
konvexni obal jediného bodu samotny bod. Na konci k-tého kroku algoritmu zname
konvexni obal prvnich k& bodi. Kdyz algoritmus skonci, zndme hledany konvexni
obal. Podle invariantu musime v k-tém kroku pfidat do obalu k-ty nejlevéjsi bod.
Zbyva si jen rozmyslet, jak presné tento bod pridat.

Pfidéani dalsiho bodu do konvexniho obalu funguje, jak je naznaceno na ob-
razku. Podle invariantu vime, Ze bod nejvic vpravo je soucasti konvexniho obalu.
Za néj napojime nové pridavany bod. Tim jsme ziskali néjaky obal, ale zpravidla
nebude konvexni. To lze vSak snadno napravit, staci odebirat body, v obou smérech
podél konvexniho obalu, tak dlouho, dokud neziskdme konvexni obal. Na ptikladu
z obrazku nemusime po sméru hodinovych ruci¢ek odebrat ani jeden bod, obal je

v poradku. Naopak proti sméru hodinovych rucicek musime odebrat dokonce dva
body.

Pridani bodu do konvexniho obalu.

(2) To si miizeme dovolit predpokladat, nebot se vemi body staéi nepatrné pootoéit.
Tim konvexni obal urc¢ité nezménime. AvSak jednodussi feSeni je naprogramovat
tfidéni lexikograficky (druhotné podle soufadnice y) a vyfadit identické body.
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Pro pfipadnou implementaci a rozbor slozitosti si nyni popiSeme algoritmus
detailngji. Aby se lépe popisoval, rozdélime si konvexni obal na dvé ¢asti spojujici
nejlevéjsi a nejpravéjsi bod obalu. Budeme jim fikat horni obdlka a dolni obdlka.

horni obalka

dolni obalka

Horni a dolni obalka konvexniho obalu.

Obé obalky jsou lomené ¢ary, navic horni obéalka potrad zatici doprava a dolni
naopak doleva. Pro udrzovani boda v obalkach sta¢i dva zasobniky. V k-tém kroku
algoritmu ptiddme zv1ast k-ty bod do horni i dolni obélky. Pfiddanim k-tého bodu
se vSak muze porusit smér, ve kterém obalka zatac¢i. Proto budeme nejprve body
z obalky odebirat a k-ty bod pfriddme az ve chvili, kdy jeho pfidani smér zataceni
neporusi.

Algoritmus:

1. Setfidime body podle z-ové soufadnice, ozna¢me body by, ..., b,.

2. Vlozime do horni a dolni obalky bod b;: H = D = (by).

3. Pro kazdy dalsi bod b = ba, ..., b,:

4. Prepocitame horni obalku:

5. Dokud |H| > 2, H=(...,hg_1,hy) a Ghel hx_1hib je orien-
tovany doleva:

6. Odebereme posledni bod hy z obalky H.

7. Priddme bod b do obalky H.

8 Symetricky pfepocteme dolni obalku (s orientaci doprava).

9. Vysledny obal je tvoifen body v obalkach H a D.

Rozebereme si ¢asovou slozitost algoritmu. Setfidit body podle z-ové soufadni-
ce dokazeme v ¢ase O(nlogn). Piidani dalsiho bodu do obélek trva linedrné vzhle-
dem k poctu odebranych bodu. Zde vyuzijeme obvykly postup: Kazdy bod je ode-
bran nejvyse jednou, a tedy vSechna odebrani trvaji dohromady O(n). Konvexni
obal dokdZeme sestrojit v ¢ase O(nlogn), a pokud bychom méli seznam boda jiZ
uttideny, dokazeme to dokonce v O(n).
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Algebraicky dodatek: Existuje jednoduchy postup, jak zjistit orientaci hlu? Uka-
zeme si jeden zalozeny na linedrni algebfe. Budou se hodit vlastnosti determinan-
tu. Absolutni hodnota determinantu je objem rovnobéznosténu uréeného fadkovymi
vektori, zda je levotociva ¢i pravotociva. Protoze nas problém je rovinny, budeme
uvazovat determinanty matic 2 x 2.

Uvazme soufadnicovy systém v roviné, kde z-ova soufadnice roste smérem
doprava a y-ova smérem nahoru. Chceme zjistit orientaci thlu hg_1hib. Polozme
@ = (x1,y1) jako rozdil soufadnic hy a hy—1 a podobné ¥ = (z2,y2) je rozdil sou-
fadnic b a hg. Matice M je definovana nasledovné:

(% T2 Y2
Uhel hy_1hib je orientovan doleva, pravé kdyz det M = 142 — z2y1 je nezaporny, ®)
a spocitat hodnotu determinantu je jednoduché. Mozné situace jsou nakresleny na

obrazku. Poznamenejme, ze k podobnému vzorci se l1ze také dostat pres vektorovy
soufin vektoru u a .
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Jak vypadaji determinanty ruznych znamének v roviné.

Slo by to vyfesit rychleji? Také vam vrta hlavou, zda existuji rychlejsi algoritmy?
Na zavér si ukdZeme néco, co na prednasce nebylo.( Nejrychlejsi znamy algoritmus,
jehoz autorem je T. Chan, funguje v ¢ase O(nlogh), kde h je pocet bodu lezicich na
konvexnim obalu, a pritom je prekvapivé jednoduchy. Zde si naznacime, jak tento
algoritmus funguje.

Algoritmus pfichazi s nasledujici myslenkou. Pfedpokladejme, Ze bychom znali
velikost konvexniho obalu h. Rozdélime body libovolné do [#] mnozin Q1, ..., Qx
tak, Ze |Q;| < h. Pro kazdou z téchto mnozin nalezneme konvexni obal pomoci vyse
popsaného algoritmu. To dokadZeme pro jednu v ¢ase O(hlog h) a pro vSechny v ¢ase
O(nlogh). V druhé fazi spustime hledani konvexniho obalu pomoci proviazkového
algoritmu a pro zrychleni pouzijeme ptredpocitané obaly mensich mnozin. Nejprve

popiseme jeho myslenku. PouZijeme nasledujici pozorovéani:

(3) Neboli vektory @ a ¥ odpovidaji roztazeni a zkoseni vektorti baze # = (1,0) a
¥ = (0,1), pro néz je determinant nezaporny.
(4 A také se nebude zkouset.
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Pozorovani: Usecka spojujici dva body a a b lezi na konvexnim obalu, pravé kdyz
vSechny ostatni body lezi pouze na jedné jeji strané.(®

Algoritmu se fikd provdzkovy, protoze svoji ¢innosti pfipomind namotévani
provazku podél konvexniho obalu. Za¢neme s bodem, kterj na konvexnim obalu
urcité lezi, to je tfeba ten nejlevéjsi. V kazdém kroku nalezneme néasledujici bod
po obvodu konvexniho obalu. To udélame naptiklad tak, ze projdeme vSechny body
a vybereme ten, ktery svird nejmensi thel s posledni stranou konvexniho obalu.
Nové pridané usecka vyhovuje pozorovani a proto do konvexniho obalu patii. Po
h krocich se dostaneme zpét k nejlevéjsSimu bodu a vypocet ukoncéime. V kazdém
kroku pottfebujeme projit vSechny body a vybrat naslednika, coz dokazeme v Case
O(n). Celkova slozitost algoritmu je tedy O(n - h).

Provéazkovy algoritmus. Hledani kandidata v pfedpocitaném obalu.

Provéazkovy algoritmus funguje, ale ma jednu obrovskou nevyhodu — je totiz
ukrutné pomaly. Kyzeného zrychleni dosdhneme, pokud pouzijeme predpocitané
konvexni obaly. Ty umozni rychleji hledat naslednika. Pro kazdou z mnozin Q;
najdeme zvl4st kandidata a poté z nich vybereme toho nejlepsiho. Mozny kandi-
dat vzdy lezi na konvexnim obalu mnoziny @;. Vyuzijeme toho, Ze body obalu jsou
yusporadané“, i kdyz trochu netypicky do kruhu. Kandidata mizeme hledat meto-

zjistime podle sméru zatiaceni konvexniho obalu. Detaily si rozmysli ¢tenar sam.

Casové slozitost piileni je O(log h) pro jednu mnozinu. Mnozin je nejvyse O(%),
tedy nasledujici bod konvexniho obalu nalezneme v case O(% logh). Cely obal na-
lezneme ve slibovaném ¢ase O(nlogh).

Popsanému algoritmu schézi jedna dilezita véc: Ve skute¢nosti vétsinou ne-
zname velikost h. Budeme proto algoritmus iterovat s rostouci hodnotou h, dokud
konvexni obal nesestrojime. Pokud pfi slepovani konvexnich obali zjistime, Ze kon-
vexni obal je vétsi nez h, vypocet ukoncéime. Zbyva jesté zvolit, jak rychle ma h
rust. Pokud by rostlo moc pomalu, budeme poéitat zbyteéné mnoho fazi, naopak pti
rychlém rastu by nas posledni faze mohla stat ptilis mnoho.

{5) Formalné je podminka nasledujici: Piimka ab uréuje dvé poloroviny. Usecka lezi
na konvexnim obalu, pravé kdyz vsechny body lezi v jedné z polorovin.
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V k-té iteraci polozime h = 22" Dostévame celkovou slozitost algoritmu:

O(loglog h) O(loglog h)

Z O(nlog2?") = Z O(n -2™) = O(nlogh),

kde posledni rovnost dostaneme jako souéet prvnich O(loglogh) ¢lentt geometrické
fady > 2™.
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