o ., (zapsali Martin Chytil, Viadimir Kudelas,
10. Prevody problémn Michal Kozdk, Vojta Tima)

Na této prednésce se budeme zabyvat rozhodovacimi problémy a jejich obtiznosti.
Za jednoduché budeme trochu zjednodusené povazovat ty problémy, na néz zname
algoritmus pracujici v polynomialnim case.

Definice: Rozhodovaci problém je takovy problém, jehoZ vystupem je vidy ANO, nebo
NE. [Forméalné bychom se na néj mohli divat jako na mnozinu L vstupi, na které je
odpovéd ANO, a misto L(xz) = ANO psat prosté x € L.

Vstupy méjme zakédované jen pomoci nul a jedni¢ek (obecné je jedno, jaky
zéklad pro soustavu kédovani zvolime, pfevody mezi soustavami o néjakém zakladu
# 1 jsou co do velikosti zapisu polynomidlni). Rozhodovaci problém je tedy f :
{0,1}* — {0, 1}, to jest funkce z mnoziny vSech Fetézci jednicek a nul do mnoziny
{1,0}, kde 1 na vystupu znamena ANO, 0 NE.

Priklad: Je dén bipartitni graf G a k € N. Existuje v G parovani, které obsahuje
alespon k hran?

To, co bychom ve vétsiné pripadua chtéli, je samoziejmé nejen zjistit, zda takové
parovani existuje, ale také néjaké konkrétni najit. Vsimnéme si ale, ze kdyz umime
rozhodovat existenci parovani v polynomialnim ¢ase, mizeme ho polynomialné rych-
le i najit:

Méjme ¢ernou skiinku (fungujici v polynomidlnim ¢ase), kterd odpovi, zda da-
ny graf ma nebo nema parovani o k hranach. Odebereme z grafu libovolnou hranu a
zeptame se, jestli i tento novy graf ma parovani velikosti k. Kdyz ma, pak tato hra-
na nebyla pro existenci parovani potiebna, a tak ji odstranime. Kdyz naopak neméa
(hrana pat¥fi do kazdého parovani pozadované velikosti), tak si danou hranu pozna-
mename a odebereme nejen ji a jeji vrcholy, ale také hrany, které do téchto vrcholt
vedly. Toto je korektni krok, protoze v pivodnim grafu tyto vrcholy byly navzajem
sparované, a tedy nemohou byt sparované s zadnymi jinymi vrcholy. Na novy graf
aplikujeme znovu tentyz postup. Vysledkem je mnozina hran, které patii do hleda-
ného parovani. Hran, a tedy i iteraci naseho algoritmu, je polynomialné mnoho a
skiinka funguje v polynomialnim case, takze cely algoritmus je polynomidlni.

A jak nas rozhodovaci problém Fesit? Nejsnaze tak, Ze ho pfevedeme na jiny,]L
ktery uz vytesit umime. Tento postup jsme (pravé u hledani parovani) uz pouzili
v kapitole o Dinicové algoritmu. Vytvorili jsme vhodnou sit, pro kterou platilo, Ze
v ni existuje tok velikosti k£ pravé tehdy, kdyz v ptivodnim grafu existuje parovani
velikosti k.

Takovéto prevody mezi problémy mtzeme definovat obecné:

Definice: Jsou-li A, B rozhodovaci problémy, pak fikdme, Ze A lze redukovat (neboli
prevést) na B (piSeme A — B) pravé tehdy, kdyZ existuje funkce f spocitatelnd v
polynomiédlnim ¢ase takovéa, ze pro Vz : A(z) = B(f(x)). VSimnéme si, Ze f pracujici
v polynomialnim case vstup zvétsi nejvice polynomialné.

t vérni matfyzackym vtiptm
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Pozorovani: A — B také znamenad, Ze problém B je alespon tak tézky jako problém A
(tim myslime, Ze pokud lze B feSit v polynomidlnim case, lze tak fesit i A): Necht
problém B umime Fesit v ¢ase O(b¥), kde b je délka jeho vstupu. Necht déle funkce f
pievadéjici A na B pracuje v ¢ase O(a’) pro vstup délky a. Spustime-li tedy B(f(z))
na né&jaky vstup = problému A, bude mit f(z) délku O(a’), kde a = q; takze B(f(z))
pobé&zi v éase O(a’ + (a*)¥) = O(a**), coz je polynomialni v délce vstupu a.
Pozorovani: Prevoditelnost je

e reflexivni (dlohu miizeme pievést na tu stejnou identickym zobrazenim):
A— A,

e tranzitivni: Je-li A — B funkci f, B — C funkci g, pak A — C sloze-
nou funkci g o f (slozeni dvou polynomiélnich funkci je zase polynomidlni
funkce, jak uz jsme zpozorovali v pfedchozim odstavci).

Takovymto relacim fikdme kvaziusporadani — nesplnuji obecné antisymetrii, tedy
muze nastat A — B a B — A. Omezime-li se vSak na t¥idy navzajem pfevoditelnych
problémi, dostdvame jiz (¢astecné) usporadani. Existuji i navzajem nepfevoditelné
problémy — napfiklad problém vzdy odpovidajici 1 a problém vzdy odpovidajici 0.
Nyni se jiz podivame na néjaké zajimavé problémy. Obecné to budou problémy, na
které polynomialni algoritmus neni znam, a vzajemnymi prevody zjistime Ze jsou
stejné tézké.

1. problém: SAT

Splnitelnost (satisfiability) logickych formuli, tj. dosazeni 1 ¢i 0 za proménné v logické
formuli tak, aby formule dala vysledek 1.

ZaméFime se na specialni formu zadani formuli, konjunktivni normalnd formu (CNF),
které splnuji nasledujici podminky:

e formule je zadédna pomoci Klauzulit oddélenych A,
® kazda klauzule je slozena z literdlid oddélenych V,
e kazdy literdl je budto proménnd nebo jeji negace.

Formule maji tedy tvar:

P=(..V...oV...V..I)A(.. V...V V)AL

Vstup: Formule 1 v konjunktivni normalni formé.
Vistup: 3 dosazeni 1 a 0 za proménné takové, Ze hodnota formule ¥(...) = 1.

Prevod néjaké obecné formule ¥ na ji ekvivalentni xy v CNF miiZe zptusobit, Ze x je
exponencialné velkd vuci . Pozdéji ukazeme, ze lze podniknout prevod na takovou
formuli x’ v CNF, kterd sice neni ekvivalentni s ¢ (pfibydou ndm proménné, a
ne kazdy rozsifeny model ¢ je modelem x'), ale je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je
splnitelna ¥ — coz nam presné staci — a je linedrné velka vuci .

T bez politickych konotaci
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2. problém: 3-SAT

Definice: 3-SAT je takovy SAT, v némz kazda klauzule obsahuje nejvyse tii literdly.
Prevod 3-SAT na SAT: Vstup neni potfeba nijak upravovat, 3-SAT spliiuje vlastnosti
SATu, proto 3-SAT — SAT (SAT je alespon tak tézky jako 3-SAT)

Prevod SAT na 3-SAT: Musime formuli prevést tak, abychom neporusili splnitelnost.

Trik pro dlouhé klauzule: Kazdou ,Spatnou® klauzuli
(aVp), tz. la| + (8] = 4, |a| > 2, 5] > 2

prepiSeme na:
(aVaz)A(BV ),
kde z je nova proménnd (pii kazdém déleni klauzule jind nové proménnd).
Tento trik opakujeme tak dlouho, dokud je to tfeba — formuli délky k+ [ roztrhneme
na formule délky k4 1 a [ + 1. Pokud klauzule ptlime, dostaneme polynomidlni ¢as
(strom rekurze mé logaritmicky pater — formule délky alespoii 6 se ndm pf¥i rozdéleni
zmensi na dvé instance velikosti maximalné 2/3 pivodni, kratsi formule nés netrapi;
na kazdém patie se vykona tolik co na predchozim + 2M°ubka za piidané formule).
Velikost vysledné formule je tim padem polynomialni vic¢i puvodni: v kazdém kroku
se pridaji jen dva literaly, tedy celkem cas na prevod-2 novych.
Plati-li:
® o = zvolime z = 0 (zajisti splnéni druhé poloviny nové formule),
e 3 = zvolime x = 1 (zajisti splnéni prvni poloviny nové formule),
® o, 3/—a,—f = zvolime x = 0/1 (je ndm to jedno, celkové feseni ndm to
neovlivni).
Nabizi se otazka, pro¢ mizeme pridanou proménnou x nastavovat, jak se nam

zlibi. Vysvétleni je prosté — proménna x ndm puvodni formuli nijak neovlivni, protoze
se v ni nevyskytuje, proto ji mizeme nastavit tak, jak chceme.

Poznamka: U 3-SAT lze vynutit pravé tii literdly, pro kratké klauzule pouzijeme
stejny trik:
(o) = (aVa)—= (aVz)AlaV-x).
3. problém: Hledani nezavislé mnoziny v grafu
Existuje nezavisla mnozina vrcholu z G velikosti alespon k7

Definice: Nezdvisld mnoZina (NzMna) budeme fikat kazdé mnoziné vrcholi grafu
takové, Ze mezi nimi nevede zddna hrana.

Vstup: Neorientovany graf G, k € N.

Vistup: 3A C V(Q), |A] > k: Vu,v € A= wv & E(G)?

Poznamka: Kazdy graf ma minimalné jednu nezavislou mnozinu, a tou je prazdna
mnozina. Proto je potieba zadat i miniméalni velikost hledané mnoziny.

Ukéazeme, jak na tento probém prevést 3-SAT.

3 2010-02-09



Priklad nezavislé mnoziny

Prevod 3-SAT na NzMna: Z kazdé klauzule vybereme jeden literal, jehoz nastave-
nim se klauzuli rozhodneme splnit. Samoziejmé tak, abychom v rtznych klauzulich
nevybirali konfliktné, tj. = a —zx.

Piiklad: (xVyVz)A(xV-yV -2)A(-xV -y VDp).

Pro kazdou klauzuli sestrojime graf (trojihelnik) a pfidame ,konfliktni* hrany, tj.  a
—z. Pocet vrcholu grafu odpovida poctu literalt ve formuli, pocet hran je maximéalné
kvadraticky a prevod je tedy polynomiélni.

Existuje-li v grafu nezavisla mnozina velikosti k, pak z kazdého z k trojahelniki
vybere praveé jeden vrchol, a pfitom zadné dva vrcholy nebudou odpovidat literalu a
jeho negaci — tedy dostaneme ohodnoceni proménnych splnujicich alespon k klauzuli.
Na druhou stranu, existuje-li ohodnoceni k klauzuli, pak pfimo odpovidd nezavislé
mnoziné velikosti k (v kazdém trojuhelniku zvolime prévé jednu z ohodnocenych
proménnych, nemtize se stat ze zvolime vrcholy konfliktni hrany). Ptame-li se tedy
na nezavislou mnozinu velikosti odpovidajici po¢tu klauzuli, dostaneme odpoveéd
ANO pravé tehdy, kdyZ je formule splnitelna.

Jsou-li ve formuli i klauzule kratsi nez 3, miizeme je budto prodlouzit metodou
vysSe popsanou; nebo si v grafu nechame dvoj- a jedno-tihelniky, které zadné z nasich
vah vadit nebudou.

Ukéazka prevodu 3-SAT na nezavislou mnozinu

Prevod NzMna na SAT:

e Potidime si proménné vy, ..., v, odpovidajici vrcholim grafu. Proménna
v; bude indikovat, zda se i-ty vrchol vyskytuje v nezévislé mnoziné (tedy

4 2010-02-09



prislusné ohodnoceni proménnych bude vlastné charakteristicka funkce
nezgvislé mnoziny).

e Pro kazdou hranu ij € E(G) pfidame klauzuli (-wv; V —v;). Tyto klauzule
nam ohlidaji, Ze vybrana mnozina je vskutku nezavisla.

® Jesté potfebujeme zkontrolovat, ze je mnozina dostateéné velka, takze si
jeji prvky ocislujeme ¢isly od 1 do k. O¢islovani popiSeme matici promén-
nych x;;, pfi¢emz z;; bude pravdivé pravé tehdy, kdyz v potadi i-ty prvek
nezavislé mnoziny je vrchol v; — pfiddme tedy klauzule, které nam feknou,
ze vybrané do nezavislé mnoziny jsou pravé ty vrcholy, které jsou touto
matici ocislované: Vi, j, x;; = v; (jen dodejme, Ze a = b je definované
jako —a V b).

® Jesté potfebujeme zajistit, aby byla v kazdém fadku i sloupci nejvyse
jedna jednicka: Vj,i,i i # 1 : wij = —wy; aVi,j,j,j#J @iy = —ay.

e A nakonec si ohliddme, aby v kazdém fadku byla alespoii jedna jednicka,
klauzuli Vi : ;1 V2o V...V X4p,.

Timto vynutime NzMnu > k, coz jsme piesné chtéli. Takovyto pfevod je zfejmé
polynomialni.

Priklad matice: Jako ptiklad pouzijeme nezavislou mnozinu z ukazky nezavislé mno-
ziny. Necht jsou vrcholy grafu ocislované zleva a zeshora. Hleddme nezévislou mno-
zinu velikosti 2. Matice pak bude vypadat nasledovné:

10 0 0O
0 0010
Vysvétleni: Jako prvni vrchol mnoziny bude vybran vrchol v1, proto v prvnim fadku

a v prvnim sloupci bude 1. Jako druhy vrchol mnoziny bude vybran vrchol vy, proto
na druhém fadku a ve ¢étvrtém sloupci bude 1. Na ostatnich mistech bude 0.

4. problém: Klika

Vstup: Graf G,k € N.
Vystup: 3 uplny podgraf grafu G na k vrcholech?

Priklad kliky

Pfevod: Prohodime v grafu G hrany a nehrany = (hleddni nezavislé mnoziny <
hledéni kliky).
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Prohozeni hran a nehran

Duvod: Pokud existuje uplny graf na k& vrcholech, tak v komplementarnim grafu tyto
vrcholy nejsou spojeny hranou, tj. tvoii nezavislou mnozinu, a naopak.

5. problém: 3,3-SAT
Definice: 3,3-SAT je specidlni ptipad 3-SATu, kde kazda proménnd se vyskytuje
v maximalné tiech literalech.

Prevod 3-SAT na 3,3-SAT: Pokud se proménné x vyskytuje v k > 3 literalech, tak
nahradime vyskyty novymi proménnymi z1,...,z; a priddme klauzule:

(mx1 V x2), (mx2 V 23), (m23 V 24), . . o, ((Tp—1 V k), (CTk V 21),
coz odpovida:

(1 = m2), (x2 = w3), (¥3 = 24), ..., (Tk—1 = Tk), (Tk = 21).

Timto zarucime, ze vSechny nové proménné budou mit stejnou hodnotu.

Mimochodem, muzeme rovnou zafidit, ze kazdy literal se vyskytuje nejvice
dvakrat (tedy Ze kazda proménnd se vyskytuje alespoil jednou pozitivné a alespori
jednou negativné). Pokud by se néjaka proménnd objevila ve tfech stejnych litera-
lech, miizeme na ni také pouzit nas trik a nahradit ji tfemi proménnymi. V novych
klauzulich se pak bude vyskytovat jak pozitivné, tak negativné.

6. problém: 3D parovani (3D matching)
Vstup: TTi mnoziny, napi. K (kluci), H (holky), Z (zvifatka) a mnoZina kompati-
bilnich trojic (téch, ktefi se spolu snesou).

Vystup: Perfektni podmnozina trojic — tj. takovad podmnozina trojic, ktera obsahuje
vSechna K, H a Z.

Ukéazeme, jak na tento problém pfevést 3,3-SAT (ovSem to az na dalsi pfednésce).

Zavér: Obrazek ukazuje problémy, jimiz jsme se dnes zabyvali, a vztahy mezi témito
problémy.
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Adam

Boleslav

Qéta
Cipisek

Radka

Xaver Yvan Zoro

Ukéazka 3D parovani

Nezavisla
mnozina

Klika 3d parovani

Prevody mezi problémy
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