Lemma: Union-Find strom hloubky h mé alespoii 2" prvkiL.

Diikaz: Indukci: Pokud Union spoji strom s hloubkou % s jinym s hloubkou mensi
nez h, pak hloubka vysledného stromu ztistava h. Pokud spojuje dva stromy stejné
hloubky h, pak mé vysledny strom hloubku h + 1. Z indukéniho predpokladu vime,
7e strom hloubky A ma minimalné 2" vrchold, a tedy vysledny strom hloubky h + 1
maé, alespoii 2”1 vrcholt. Q

6. Problém minimalni kostry

Zadani dlohy: Pro neorientovany graf G s ohodnocenim hran vdhami w : E(G) — R,
chceme najit kostru 7' s minimélnim ohodnocenim w(T') = 3_ ¢ () w(e).
Navic pfedpoklddame: (bez Gjmy na obecnosti)
e Graf G je souvisly (jinak ho nejprve rozlozime na komponenty).
e Ve, fEE(G) e # f = wle) £ wlf).
Nyni si ukazeme tii algoritmy pro hledani minimalni kostry, konkrétné se jedna
o Jarnikiv, Boruvktv a Kruskaliv algoritmus.

Jarnikav algoritmus

Algoritmus:

1. Vstup: Graf G s ohodnocenim w.

. Zvolime libovolny vrchol vy € V(G).

. T — ({vo},0) (zatim jednovrcholovy strom)

. Dokud |V(T)| # n:

Vybereme hranu wv € E(G) : uw € V(T),v ¢ V(T) tak, aby w(uv)
byla miniméalni.

6. T — T+ uv.

7. Vystup: Miniméalni kostra T

CU o0

Véta: Jarniktiv algoritmus se zastavi po maximalné n iteracich a vydd minimalni
kostru grafu G.

Diikaz: Pti kazdé iteraci algoritmus prida jeden vrchol do T', a proto se po maxi-
malné n iteracich zastavi. Vydany graf je strom, protoze se stale pridava list k jiz
existujicimu stromu, a jelikoz ma n vrchold, je to kostra. Zbyva nam uz jen dokazat,
Ze nalezena kostra je minimalni. K tomu pomuze nasledujici lemma:

Definice: Rez v grafu G = (V, E) je mnoZina hran F C E takovd, 7e

WcCcV:F={weFE:uelUwv¢U}

Lemma (fezové): Pokud G je graf, w jeho prosté ohodnoceni, F je fez v

grafu G a f je nejlehéi hrana v fezu F', pak pro kazdou minimalni kostru

T grafu G je f € E(T).

Diikaz: Bud T kostraa f = uwv ¢ E(T). Pak existuje cesta P C T spojujici

u a v. Cesta musi ez alesponl jednou pfekrocit. Proto existuje e € PN F

a navic vime, ze w(e) > w(f). Uvazme T = T — e + f. Tento graf je

rovnéz kostra grafu GG, protoze odebranim hrany e se graf rozpadne na

dvé komponenty a pfidanim hrany f se tyto komponenty opét spoji. Navic

w(T") = w(T) —w(e) +w(f) < w(T). @
V dtikazu korektnosti Jarnikova algoritmu toto lemma vyuzijeme tak, Ze si vS§imne-
me, ze hrany mezi vrcholy stromu 7T a zbytkem grafu tvori ez a algoritmus nejleh¢i
hranu tohoto fezu pfida do T'. Podle lemmatu tedy vsechny hrany 7" musi byt sou-
¢asti kazdé minimalni kostry a jelikoz T je strom, musi byt miniméalni kostrou.
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Dusledky: Graf G s prostym ohodnocenim ma pravé jednu minimalni kostru. Mini-
malni kostra je jednoznac¢né urcend linearnim usporadanim hran.

Implementace:

e Pfimocara: pamatujeme si, které vrcholy a hrany jsou v kostte T' a které
ne. Casova slozitost je O(nm).

e Chyttejsi: Pro v ¢ V(T) si pamatujeme D(v) = min {w(uv):u € T}.
P#i kazdém priichodu hlavnim cyklem pak prochézime vSechna D(v) (to
vzdy trva O(n)) a pfi ptidani vrcholu do T kontrolujeme okolni D(w)
pro vw € E a piipadné je snizujeme (za kazdou hranu O(1)). Casovou
slozitost tim celkové zlepsime na O(n? +m) = O(n?).

e Také se da pouzit halda pro uchovavani hran nebo hodnot D(v).

Boruvkuv algoritmus

Algoritmus:

1. Vstup: Graf G s ohodnocenim w.
2. F — (V(@),0)
3. Dokud F' mé alespon dvé komponenty:

4. Pro kazdou komponentu 7T; grafu F' vybereme nejleh¢i incidentni
hranu ;.
o. VSechny hrany ¢; pfidame do F'.

6. Vystup: Minimélni kostra F'.

Véta: Boruvktv algoritmus se zastavi po [log, n] iteracich a vyda minimdlni kostru
grafu G.

Dikaz: Vsimnéme si nejprve, Ze po k iteracich maji vSechny komponenty grafu F'
minimalné 2% vrcholt (indukei — na po¢atku jsou viechny komponenty jednovrcho-
lové, v kazdé dalsi iteraci se komponenty slucuji do vétsich, kazda s alespon jednou
sousedni, takze se velikosti komponent minimélné zdvojnasobi). Proto nejpozdéji
po [log, n] iteracich uz velikost komponenty dosdhne poctu vSech vrcholt a algorit-
mus se zastavi.

Hrany mezi kazdou komponentou a zbytkem grafu tvoii fez, takze podle fezo-
vého lemmatu vSechny hrany pfidané do F musi byt soucésti (jednoznacné uréené)
minimalni kostry. Graf F' C G je tedy vzdy les a az se algoritmus zastavi, bude roven
minimalni kostfe. @

Implementace:
® Inicializace pfimocara.
e Pomoci DFS rozlozime les na komponenty. Pro kazdy vrchol si pamatu-
jeme ¢islo komponenty.

® Pro kazdou hranu zjistime, do které komponenty patfi, a pro kazdou kom-
ponentu si uchovame nejlehéi hranu.
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Takto dokdzeme kazdou iteraci provést v case O(m) a cely algoritmus dob&hne
v O(mlogn).

Kruskaliv neboli hladovy algoritmus

Algoritmus:
1. Vstup: Graf G s ohodnocenim w.
2. Setfidime vSechny hrany z E(G) tak, aby: w(e1) < ... < w(emn,).
. F— (V(G),0).
4. Proi=1dom:
5. Pokud F' + e; je acyklicky, provedeme F' «— F' + e;.
6. Vystup: Miniméalni kostra F.

w

Véta: Kruskalav algoritmus se zastavi po m iteracich a vyda minimélni kostru.

Diikaz: Kazda iterace algoritmu zpracovava jednu hranu, takze iteraci je m. Induk-
ci dokézeme, ze F' je vzdy podgrafem minimalni kostry: prazdné pocatecni F' je
podgrafem cehokoliv, kazda hrana, kterou pak pfiddme, je minimélni v fezu od-
délujicim né&jakou komponentu F' od zbytku grafu (ostatni hrany tohoto fezu jesté
nebyly zpracovany, a tudiz jsou t&z8i). Naopak zadné hrana, kterou jsme se rozhodli
do F' neptidat, nemtze byt soucasti minimalni kostry, jelikoz s hranami, o kterych
jiz vime, ze v minimalni kostfe lezi, tvoii kruznici. Q
Implementace:
e Setfidéni v ¢ase O(mlogm) = O(mlogn).
® Pak potfebujeme udrzovat komponenty souvislosti grafu F', abychom umeé-
li rychle urcit, jestli praveé zpracovavand hrana vytvori kruznici. Potfebuje-
me tedy strukturu pro udrzovani komponent souvislosti, které se m-krat
zeptame, zda dva vrcholy lezi v téZe komponenté (tomu budeme Fikat
operace Find), a (n — 1)-krat spojime dvé komponenty do jedné (Union).

Kruskalav algoritmus tedy pobézi v ¢ase O(mlogn + mT; + nTy,), kde T, je Cas
na provedeni jedné operace Union a Ty na operaci Find.

Jednoducha struktura pro komponenty: Budeme si pamatovat v poli ¢isla kompo-
nent, ve kterych lezi jednotlivé vrcholy. Find zvladneme v ¢ase O(1), ale Union bude
stat O(n). Cely algoritmus pak pobézi v ¢ase O(mlogn+m+n?) = O(mlogn+n?).
Chytfejsi struktura: Kazdou komponentou si ulozime jako strom orientovany smérem
ke kofeni — kazdy vrchol si pamatuje svého otce, navic kazdy kofen si pamatuje
velikost komponenty. Operace Find vystoupa z obou vrcholi ke kofeni a kofeny
porovna. Union rovnéz najde kofeny a pfipoji kofen mensi komponenty pod koren
té vétsi. Oboji zvladneme v Case linedrnim v hloubce stromu a jak si ukézeme, tato
hloubka je vzdy nejvyse logaritmicka, a proto cely Kruskaltv algoritmus pobézi
v dase O(mlogn + mlogn + nlogn) = O(mlogn).tH

() Drobnou @pravou bychom mohli dosdhnout daleko efektivnéjsi struktury, ale tu
bychom neupotfebili, jelikoz by nas stejné brzdilo tfidéni, a analyza slozitosti by
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byla ... inu, slozité&jsi.



