Typy hran (v — w):
e Stromové hrany . ..po nich DFS proslo. {(A — B),(B — C),(B — D)}
® Zpétné hrany <<>,>,,...vedou do pfedchidce v ve stromu. {(C' — A)}
e Dopfedné hrany <<>,>,...vedou do potomka. v {(A — D)}

® Pfi¢né hrany <>, <>,...vedou do vrcholu v v sousednim podstromé,
vzdy zprava doleva. {(D — A)}

Pozorovani: Hrany, po kterych DFS proslo, tvofi DFS strom.

Pozorovani: Intervaly (in(v), out(v)) Vv € V(G) tvofi dobré uzavorkovani. (Intervaly
synt disjunktné vypliuji otce = intervaly se nemohou k¥izit).

Nakonec si jesté uvédomme, jak bude vypadat prohledavani do hloubky na ne-
orientovaném grafu. Algortimus bude uplné stejny, jenom se ndm zredukuje pocet
typd hran na dveé: stromové a zpétné. Ani dopfedné ani piicné nebudou existovat,
nebot se z pFicngch stanou stromové a z doprednijch zpétné.

3. Prohledani do sifrky a do hloubky ()
Prohledani do Sitky (BFS) Breadth-First Search

Jde o grafovy algoritmus, ktery postupné prochazi vsechny vrcholy v dané
komponenté souvislosti. Algoritmus nejprve projde vSechny sousedy pocate¢niho vr-
cholu, poté sousedy sousedi, atd...Diky tomuto zpiisobu prochézeni se nékdy téz
nazyva ,algoritmus viny“, nebot se z po¢ate¢niho vrcholu §ifi pomyslné vina, ktera
v kazdém kroku nalezne vsechny uzly, které maji od pocatec¢niho vrcholu stejnou
vzdalenost. Algoritmus se tedy skvéle hodi napiiklad pro hledani nejkrasi cesty mezi
dvéma vrcholy v grafu.

Praseci graf

Popis algoritmu: Na zacatku vlozime do fronty @) poc¢atecni vrchol vy. Déle si v poli Z
budeme pro kazdy vrchol pamatovat znacku, zda jsme ho jiz navstivili, ¢i nikoli. Pro
vrchol vy si tedy dosazenim jednicky zapamatujeme, Ze je jiz navstiveny. V dalsim
kroku pak zkoumame frontu @: pokud neni prazdna, vezmeme z ni prvni vrchol a
podivdme se na vSechny jeho sousedy w. Pokud jesté nejsou oznacené (tedy Z[w] =
0), tak je oznacime (zapamatujeme si, Ze je piedévame ke zpracovani a uz je neméame
znovu navstévovat) a priddme je do fronty k ndslednému zpracovéni. Takto cyklus
opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Poznamka: Nejprve se podivejme, jak algoritmus pracuje na orientovaném grafu. Pro
neorientovany graf funguje algoritmus analogicky, coz si ukdZeme pozdéji.
Algoritmus:

L Q « {vo}-

2. Z[x] < 0, Z[vg] < 1.

3. Dokud @ # () opakujeme:
Vyzvedneme vrcholy u z Q.
Yw : (u,w) € E:

Je-li Z[w] = 0 = Z[w] « 1, pfiddme w do Q.

S U

Pozorovdni: BFS se zastavi.



Diukaz: Zpracovavame jen vrcholy, které byly ve fronté. Kazdy vrchol se dostane
do fronty maximalné jednou. (Kazdy je oznaden max. jednou, znacky neodstraiiuje-
me.)

Lemma: BFS(uvg) oznadi v pravé tehdy, kdyz existuje cesta z vy do .

Diikaz: ,—“: Plati jako invariant po celou dobu béhu algoritmu. To dokézeme
indukci dle doby béhu algoritmu:

Prvni krok indukee je trivialni, nebot cesta z vy do vy existuje vzdy. Nyni si
predstavme, ze oznacujeme vrchol v pres hranu wv. To znamena, ze vrchol u jiz
musel byt oznaceny. Dle indukéniho piedpokladu tedy existuje cesta z vy do u, a
tudiz pokud k této cesté ,pfilepime“ hranu uv, dostavame sled z vy do v, ktery lze
vzdy zredukovat na cestu.

»<—" Sporem: Necht existuje neoznaceny vrchol v dosazitelny po néjaké cesté
z vg. Uvazme nejkratsi cestu (vo, v): vg,v1 ..., 0 = v a vezméme minimalni i takové,
Ze v; neni oznaeny. Vime, Ze i > 0 (nebof vy je urcité oznafen uz na zaldtku
algoritmu). TudiZ v;—1 je oznaceny. Museli jsme tedy pouzit hranu v;—1 v; a oznadit
vrchol v;, coz je SPOR. V)

Nyni tedy vime, Ze je algoritmus spravny, a mame predstavu o tom, jak funguje.
Podivame-li se na néj podrobnéji, zjistime, ze je hodné zavisly na tom, jak si budeme
graf pamatovat. Zanedlouho zaroven zjistime, Ze nam reprezentace grafu v paméti
znatelné ovlivni ¢asovou (i pamétovou) slozitost celého algoritmu.

Reprezentace grafu v paméti

Oznaéme vrcholy grafu na nasledujicim obrazku pismeny A, B, C, D. Pokud
bychom chtéli tento graf uchovat v paméti pocitace, mame na vybér hned nékolik
zplusobi, jak to udélat.

A B

1. matice sousednosti

Matice sousednosti pro graf G na n vrcholech je ¢tvercové pole A o velikosti
n x n, jehoz prvky na soutradnicich ¢, j jsou dany nasledujicim pfedpisem:

- _J1e{ijlekE
A”_{O@{i,j}géE
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Graf a zndzornéni priubéhu DFS s jednotlivymi hranami:

Mtuzeme si v§imnout, ze jak DFS prochazi graf, rozdéluje hrany do 4 skupin:
hrany stromové, zpétné, dopredné a pricné.
Jediné stromové hrany jsou takové, ze se po nich DFS opravdu vyda. Vedou

totiz do vrcholu, ktery nebyl dosud objeven. V ukazkovém grafu to jsou hrany:
{(A—=B),(B—C),(B— D)}

Pokud algoritmus objevi z vrcholu v hranu do jiz dfive navstiveného vrcholu
w a zaroven plati, ze w je ve stejném podstromu jako v, tak nazveme hranu vw
zpétnou. Pro rozpoznani je dilezité, ze vrchol w byl jiz objeven, ale jesté ne opustén.
V ukézkovém grafu se jednd o hranu: (C — A).

Kdyz pfi prohledavani sousedt vrcholu v narazime na vrchol w, ktery jsme jiz
navstivili, a to v podstromé vrcholu v, tak nazveme hranu vw dopfednou, nebot vede
z v do jeho potomka. Plati tedy, Ze jsme nejdiive objevili vrchol v, potom vrchol
w, pak jsme vrchol w opustili a nyni jsme na néj znovu narazili po dopfedné hrané.
V ukdzkovém grafu hrana: (A — D).

Poslednim typem hran je pri¢nd hrana. Ta vede do vrcholu v sousednim pod-
stromé zprava doleva. V tomto ptipadé jsme tedy nejdfive objevili vrchol w, ten jsme
nasledné opustili a az pak jsme objevili vrchol v. V ukazkovém grafu to je hrana:
(D —(O).

K zamysleni: Pro¢ nemohou vést piicné hrany také zleva doprava?

K rozpoznavani typt hran se ndm tedy velmi hodi pole in a out, ve kterych si
pamatujeme ¢asy objeveni a opusténi vrcholu. Podle toho, jak se intervaly objeveni
a opusténi obou vrcholl prekryvaji, mizeme jednoznac¢né rozhodnout, o jaky typ
hrany se jedna:

U zpétnych hran je potadi: in(w), in(v), out(v), out(w). Intervaly do sebe
budou zanorené takto: <<>,>,.

U dopfednych hran je poradi: in(v), in(w), out(w), out(v). Intervaly do sebe
budou zanorené takto: <<>,,>,.

U piiénych hran je pofadi: in(w), out(w), in(v), out(v). Intervaly do sebe
budou zanofené takto: <>,<>,.

Pozn: Pouzivame zde toto znadeni: <>,=< in(v), out(v) >. Jedna se o interval
objeveni a opusténi vrcholu v.



® vyrcholy dosazitelné z vg
e vzdalenosti téchto vrcholu od vy

e strom nejkratsich cest z vy

Poznamka: Algoritmus na prohledavéani do siftky bude fungovat i na neorientovaném
grafu. Mtzeme si jednoduSe pfedstavit, Ze je to orientovany graf, kde kazda hrana
mé oboustrannou orientaci.

Prohledavani do $itky ale neni jediny algoritmus, ktery néjak systematicky
prochéazi graf. Jak uz néazev kapitoly napovid4, budeme se zabyvat jesté druhym
algoritmem, prohleddvanim do hloubky. Podivejme se, jak bude vypadat ...

Prohledavani do hloubky (DFS) Depth-First Search

Tento algoritmus neprochazi graf ve viné jako BF'S, ale prochazi ho rekurzivné.
Vzdy se zanofi co nejhloubéji az do listu a pak se o kus vrati a opét se snazi zanofit.
Vrcholy, ve kterych uz byl, ignoruje.

Opét uvazme nejdiive graf orientovany. Nasledné si ukdZeme, Ze v neoriento-
vaném grafu budou pouze malé zmény.

Budeme pouzivat podobné znaceni jako u BFS. V poli Z si budeme pamatovat,
zda jsme vrchol jiz navstivili (hodnota 1), nebo ne (hodnota 0). Navic proménnd T
bude znacit dobu béhu algoritmu - tedy jakési ,hodiny*“. Pti kazdém nalezeni nového
vrcholu ¢i jeho opusténi tuto proménnou zvysime o 1. Do poli in a out si budeme
ukladat ¢as (prvniho) nalezeni a opusténi vrcholu.

Algoritmus:

1. inicializace: Z[x] « 0,T « 1, in[x| <7, out[*] <7

2. DFS(): Zv] < 1,injv] =T+ +

3. Pro w: vw € E(G):
4. Pokud Z[w] = 0= DFS(w)
5. outfv] =« T+ +

Véta: DFS(vg) v ¢ase ©(m + n) oznadéi pravé vSechny vrcholy dosazitelné z vy.

Diikaz: Nejdtive je potieba dokazat, ze pokud je vrchol v dosazitelny z vrcholu vy,
tak jej DFS oznadci. Dtikaz bude podobny jako u BFS.

V analyze ¢asové slozitosti si pak opé€t uvédomime, ze algoritmus vezme kazdy
vrchol i hranu do ruky pravé jednou, takze ¢asova slozitost bude ©(n 4+ m). Q@
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Na pozicich 4, j je jednicka, pokud v grafu G vede hrana z vrcholu ¢ do vrcholu 7,
jinak to je nula. Na§ graf z obrazku vyse by tedy v maticové reprezentaci vypadal
takto:

QW

—o oo
~oor W
coor Q
o=r~o g

S touto matici se pracuje velmi snadno, napt. vsechny sousedy i-tého vrcholu
zjistime jednoduse tak, ze projdeme -ty fadek matice. M4 ovSem dvé ziejmé ne-
vyhody: ¢asovou a pamétovou slozitost. Projiti sousedt jednoho vrcholu trva vzdy
©(n), projiti sousedt pro vechny vrcholy (coz potfebujeme v BFS) pak trvad ©(n?).
Velikost matice je vzdy n x n, bez ohledu na to, jak ,fidky“ je graf. U grafu s mnoha
vrcholy, ale s malym poc¢tem hran, tedy budeme zbyteéné plytvat mistem v paméti.
Tato reprezentace je tedy nevyhodna predev§$im pro t¥idy grafii jako jsou stromy,
které maji n — 1 hran, nebo rovinné grafy, které maji nejvyse 3n — 6 hran.
Pozorovani: BFS s reprezentaci matici sousednosti b&zi v ¢ase: ©(n?).

Diikaz: Uz jsme si uvédomili, Ze kazdy vrchol se dostane do fronty @) nejvyse jednou.
Pro kazdy vrchol ve fronté potfebujeme projit jeho sousedy, coz ndm trva s reprezen-
taci matici sousednosti ©(n). Vrcholi je celkem n, tedy ¢asova sloZitost je ©(n?). ©
2. seznam sousedu

V matici sousednosti jsme museli prochazet jak hrany, tak nehrany, coz bylo
zbytecné. Bylo by tedy vyhodnéjsi pamatovat si pro kazdy vrchol pouze jeho sousedy.
To mtizeme zaridit naptiklad jednim ze dvou nésledujicich zptisobii:

Uchovavejme pole indexované vrcholy tak, ze v kazdém prvku pole je ukazatel
na spojovy seznam sousedil tohoto vrcholu. Tedy L(v) = {w : vw € E(G)}.

Pokud se ndm nebude chtit pracovat se spojovymi seznamy, mtzeme vyuzit re-
prezentaci pomoci dvou poli. Prvni pole V' bude opét indexované vrcholy. V druhém
poli E budou pro kazdy vrchol ulozeni jeho sousedé. V poli V si pamatujeme pro
kazdy vrchol 7 index do pole E, kde zacinaji jeho sousedé. K sousediim vrcholu ¢ se
tedy dostaneme jiz snadno - nalezneme je na pozicich V[i] ... V[i+1] — 1.

ABCD
| \ \ \

vy
< 1

E:]]gIC|D|D|A|B\

Znazornéni poli seznamu sousedi.

Na tuto reprezentaci uz sta¢i prostor O(n 4+ m), coz uz je, na rozdil od pied-
choziho kvadratického prostoru, docela ptijemné.
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Pozorovani: BFS bézi v ¢ase: ©(n + m).
Diikaz: Algoritmus vezme kazdy vrchol i kazdou hranu do ruky nejvyse jednou.
Casova slozitost bude tedy:

O|n+ deg(v) | =O(n+m).
veV(G)

Q@
3. orakulum
Dalsi moznosti reprezentace je pak jakési ordkulum, které ndm fekne (spocitd),
kam vedou hrany z daného vrcholu...To se hodi napriklad tehdy, pokud si nepo-
tfebujeme pamatovat cely graf, ale staci ndm naleznout sousedy néjakého vrcholu,
které ordkulum jednoznac¢né vypoctem dokéaze urcit. Napiiklad pri feseni znamé
tlohy odméfeni daného mnozstvi vody za pomoci nadob rtiznych objemti mizeme
tento zpusob reprezentace grafu pouzit. Problém prevedeme na prohledavani grafu
do s§itky, kde vrcholim odpovidaji jednotlivé stavy. Stav ik, kolik vody je zrovna
ve které nddobé. Potom nam jiz staéi ze zadaného pocéatecniho vrcholu (stavu) najit
cestu do cilového. Ordkulum je zde vlastné funkce, které prfedame vrchol a ona ndm
vrati vSechny vrcholy sousedni — tedy takové stavy, ke kterym dojde, kdyz vyzkousi
vSechny moznosti pfeliti kapaliny z jedné nddoby do druhé.

Rozsifeni algoritmu:

Abychom mohli vyuzit toho, Ze algoritmus prochézi vrcholy grafu ve viné, a
jinych hezkych vlastnosti, tak si dodefinujeme nasledujici oznaceni:

V poli D bude pro kazdy vrchol ulozena vzdalenost od pocateéniho vrcholu.
V poli P si budeme pro kazdy vrchol pamatovat jeho predchtidce. Dale budeme
vyuzivat faze béhu algoritmu, které budou simulovat onu vlnu:
Definice: Fdze béhu algoritmu: Ve fazi Fy je zpracovavan vrchol vg. Ve fazi F; 1 jsou
zpracovavany vrcholy uloZené do fronty @) béhem faze F;.

Rozsifeny algoritmus:
1. Q < {vo}.
2. Z[x] < 0, Z[vg] < 1.
3. D[#] « oo, D[vg] < 0.
4. Dokud @ # 0 opakujeme:
Vyzvedneme vrchol u z Q.
Pro kazdy vrchol w, ktery je sousedem vrcholu wu:
Je-li Z[w] = 0 = Zw] < 1, D[w] < D[u] + 1, Plw] «— u
Pridame w do Q.

®© N oo

Lemma: Na konci BFS pro vSechny vrcholy dosazitelné z vy plati, ze vrchol v byl
zpracovan ve fazi F; pravé tehdy, kdyZ vzdalenost vy a v (délka nejkratsi cesty z vy
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do v) je rovna i. Formélné zapsano: v € F; < d(vp,v) = i. (Kde d(z,y) je délka
nejkratsi cesty z x do y).

Diikaz: ,—*“: Dilikaz provedeme indukci podle i (éisla faze béhu algoritmu).

Prvni krok indukce je trividlni, nebot ve fazi Fy je oznacen (dle definice) pouze
vrchol vy a to je jediny vrchol vzdaleny 0 od vy.

Pokud je vrchol v zpracovavan ve fazi F;, pak musel byt zafazen do fronty
béhem faze F;_1 jako soused né&jakého vrcholu u. Pro vrchol u miZeme pouzit in-
dukéni predpoklad, tedy ze délka nejkratsi cesty z vy do u je d(vg,u) =i — 1. Pak
tedy d(vg,v) < 4, nebot je$té nevime, zda cesta vy, ..., u,v je nejkratsi. Kdyby ale
existovala néjaka kratsi, tedy délky nejvyse ¢ — 1, tak by byl vrchol v objeven uz
dfive nez ve fazi F;. Proto d(vg,v) = i.

»<—": Kazdy dosazitelny vrchol padne do néjaké fize (viz. minulé lemma). ©

Jiz tedy vime, Ze vrchol v;, jehoz vzdalenost od vrcholu vy je ¢, bude zpracovan
v i-té fazi. Jak ale po skonceni algoritmu zjistime, ve které fazi byl zpracovan, neboli
jak je vzdaleny od startovniho vrcholu? Tato informace je pravé ulozena v poli D s
indexem 7 (v DJi]).

Zaroven nas muze zajimat, jak bychom nejkratsi cestu z vg do v; rekonstruovali.
Pro tento tcel jsme si zavedli pole P. Nejkratsi cesta z vg do v; bude v obraceném

pofadi vypadat: v;, P[v;], P[P[v;]], P[P[P[v]]], - -, vo.
Pozorovani: Pokud vime, Ze vg,v1,...,vk_1,Vx je nejkratsi cesta z vy do vy, pak
v, V1, ..., V—1 je nejkratsi cesta z vg do vi_1. Neboli prefix nejkratsi cesty je nej-

kratsi cesta.

Diikaz: Kdyby existovala kratsi cesta z vg do vi—1, pak bychom mohli zkratit i cestu
7 vg do vg.

Pozorovani: BFS u neorientovaného grafu projde celou komponentu souvislosti.
Diikaz: Vime, ze BFS(vg) oznadi v pravé tehdy, kdyz existuje cesta z vg do v. V ne-
orientovaném grafu existuje cesta z vy do pravé vsech vrcholt, které jsou ve stejné

komponenté souvislosti jako vy. Pokud tedy spustime BFS na vy, tak se postupné
projdou vSechny vrcholy této komponenty souvislosti. Q

Pozorovani: Pokud BF'S postupné spoustime na dosud neobarvené vrcholy v neorien-
tovaném grafu, nalezneme nakonec v ¢ase ©(n+m) vSechny komponenty souvislosti.

Algoritmus:

1. Pro vSechny vrcholy v € V(G) opakuj:
2. Pokud je vrchol v neobarveny = BFS(v).

Diikaz: Kazdym spusténim na dosud neobarveny vrchol neorientovaného grafu obar-
vime pravé jednu komponentu souvislosti (tu, ve které je tento vrchol). Postupné
projdeme vSechny vrcholy od prvniho k poslednimu a vzdy pokud je vrchol neobar-
veny, spustime na néj BFS. Tak nakonec obarvime vSechny komponenty souvislosti.
Casové slozitost bude stejna jako u samotného BFS, tedy ©(n + m). v

Véta: BFS(vg) v éase ©(n 4+ m) spocte:



