12. Hashovani

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali tfidénim prvka a zjistili jsme, ze v
obecném piipadé (kdyz smime prvky pouze porovndvat a prohazovat) nelze tfidit
rychleji nez v ¢ase ©(nlogn). Zaroven jsme dosli k tomu, Ze pokud vime o prvcich
néco vice (napf. jejich rozsah), tak jsme v nékterych piipadech schopni t¥idit i s
linearni ¢asovou slozitosti.

V praxi nicméné vétsinou netfidime samotna cCisla, ale spise néjaké polozky,
napf. uréené uspofadanou dvojici (kli¢, hodnota), kde kli¢e jsou unikatni a existuje
na nich linedrn{ uspotfadani. Ukdzali jsme si, jak takovouto mnozinu udrzovat (aby se
v ni dalo rychle vyhledavat, zafazovat i mazat) ve vyhleddvacich stromech. Dokazali
jsme, ze pokud budeme udrzovat strom dostatecné vyvazeny, tak budou jednotlivé
operace (Find, Insert a Delete) trvat ©(logn).

Neslo by to ale rychleji? Odpovéd je ,,jak kdy“. Podivejme se na dal$i moznosti.
Nejdrive si ale pfipomenme zakladni pojmy, které budeme pouzivat.

Kli¢e budou prvky universa, coz je mnozina {0,...,U — 1}, kterou budeme
oznacovat [U]. Tuto mnozinu budeme chtit udrzovat v néjaké sikovné datové struk-
ture, abychom v ni mohli rychle vyhledavat, zafazovat i mazat. Dale n bude znacit
(maximdlni) pocet prvki, které si budeme v jednu chvili pamatovat.

1. Pole indexované od 0 do U — 1

Pokud bude velikost universa dostate¢né malé, tak si mizeme polozky pamato-
vat v poli o velikosti universa. Operace Find, Insert i Delete pracuji v ¢ase O(1), ale
platime za to pamétovou slozitosti ©(U). Kdyz uvazime, Ze si budeme pamatovat
mnohem méné prvki, nez je velikost universa, tak je to velké plytvani.

2. Cislicovy strom

Zvolime vhodny zaklad soustavy b, kli¢ zapiSeme v soustavé o zédkladu b a zapis
ulozime do stromu. Timto nadm vznikne ,b-arni strom*“, tedy strom, jehoz kazdy
vrchol méa az b synu.

Na prvni hladiné se vétvime podle prvni ¢islice, na druhé podle druhé, atd. Na
posledni hladiné bude tedy n list. Hloubka tohoto stromu je [log, UT.

Operace Find bude trvat O(log, U) (najiti jednoho kli¢e odpovida projiti jedné
cesty ve stromé od kofene do listu). Stejny ¢as budou trvat i operace Insert a Delete.
(Pfi vkladani zakladdme vrcholy, které odpovidaji nasemu kli¢i a které jesté nejsou
zalozené. P¥i mazéni smazeme list a nasledné vrcholy, ze kterych nic nevede. Pro
tuto operaci je vyhodné si ve vrcholech udrZovat jejich stupné.) Strom zabere prostor
velikosti O(nblog, U).

Cim bude zaklad b mensi, tim bude lepsi pamétova a horsi ¢asova sloZitost a
obracené. Cislicovy strom tedy vyzaduje peclivé nastaveni parametrii.

Priklad: Predstavme si, ze kli¢e budou IP-adresy, tedy 32-bitova ¢isla. Jak zvolit
b, aby byla ¢asové i pamétova slozitost ptijatelna? Zkusme rozdélit IP-adresu na 4
kusy, b bude tedy 256. Strom bude mit hloubku 4. Cas bude v pofddku (log, U = 4),
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ale pozadavky na prostor jsou dost vysoké(nblog, U = n-256-4 = 1024). Vyhodn&jsi
bude rozdélit IP-adresu na 8 ¢asti, b bude tedy 16, hloubka stromu 8 a naroky na
¢as 1 pamét jsou piijatelné, nebot log, U = 8 a nblog, U =n - 16 - 8 = 128.

4. Hashovani

Me¢jme m prihradek a v kazdé z nich spojovy seznam. Déle A bude hashovaci
funkce, ktera libovolnému prvku z universa prifadi pravé jednu prihradku.

Kdyby h fungovala ,rovnomérné“ (kazdému prvku by pfifadila jinou pfihradku,
tedy kazdy spojovy seznam by mél jen jeden prvek), tak bychom uméli vyhledavat,
pridavat i mazat prvky v konstantnim case. To je ovSem samoziejmé prili§ krasné
na to, aby to byla pravda.

Problém je, ze pokud bude m vyrazné mensi nez U (coz chceme, jinak se jedna
o normalni (obrovské) pole a funkce je identita — tento pfipad jsme jiz vytesili), tak
urcité budou existovat prvky, kterym funkce prifadi stejnou hodnotu. Takovému pii-
padu se fika kolize. Prvky se pak zafadi do spojového seznamu. Kdyby byla naopak
funkce hodné nesikovna a namapovala by ndm vsSechny prvky do jedné prihradky,
tak budeme vzdy muset projit (v nejhor§im p¥ipadé cely) dlouhy spojovy seznam.

Jak se da tedy kolizim branit? Nejvyhodnéjsi by bylo mit dobrou hashova-
ci funkci, kterd by mapovala prvky pokud mozno rovnomérné. Ale nékdy staci i
prumeérné dobra funkce a dostateéné nahodné klice.

Vsuvka: Jaka je pravdépodobnost, ze 2 z k lidi maji narozeniny ve stejny den?
Staci 23 lidi, aby nastala kolize s pravdépodobnosti vétsi nez jedna polovina. Aby

nenastala, potfebovali bychom vétsi podet pfihradek: m =~ n2.

Praktické hashovaci funkce

Prvni priklad

Tato hashovaci funkce h : [U] — [m] je definovand pfedpisem: h(z) =  mod m.
Pro dostatecné nahodné hodnoty bude fungovat, ale v mnoha piipadech muze byt
nevhodna. Napiiklad je zfejmé, Ze pro sudé m zachovava paritu. V pripadeé ze sudych,
resp. lichych kli¢d bude mnohem vice, vznikne mnoho zbytecnych kolizi. Pro tako-
vouto hashovaci funkci je nejlepsi zvolit za m néjaké prvocislo.

Druhy priklad

Zvolme si iraciondlni « z intervalu (0,1). Funkce bude definovana nésledovné:
h(z) = [m(z - a@mod 1)].

Tato funkce by méla na = zaviset velmi malo, ale nebudeme si to dokazovat.

Implementace: Redln4 ¢isla se samozfejmé implementuji dosti ndro¢né (resp. to vi-
bec nejde), takZe v praxi se tento postup aproximuje celo¢iselné. Misto realné « si
zvolme A = |« - 2%, kde 2% je &itka slova (w je napf. polet bitl integeru). Potom
misto vyrazu (x - & mod 1), ktery je z intervalu (0,1), budeme pocitat s vyrazem
(z - A mod 2™). Potom naSe funkce vyjde nésledovné:
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Zbyva jen otazka, jak volit a? Osvécend hodnota je 1/7, coz je priblizné 0,618.
(7 je hodnota zlatého fezu.) Takto zvolené o dobte rozbiji aritmetické posloupnosti,
ale i toto je pouze predstava a nebudeme si to dokazovat.

Hashovani fetézcu

Vzhledem k tomu, ze hashovéani nijak specidlné nepotiebuje, aby byly prvky
¢isla, tak se mohou hashovat i fetézce. Ukazme si jeden priklad funkce pro hasho-
vani fetézcli. Prazdnému fetézci ptitadme nulu: h(e) = 0. Retézci znakt z1,. .., 7,
piifadme hodnotu:

h(z1,...,2n) = (h(z1,...,Zn-1) - +2,) mod m.

A je zde néjaka konstanta. Aby se vyuZily vSechny pfihradky, tak je vhodné zvlit
A tak, aby AEldélka Tetézce] s, 1 Tato funkee vyuzivd podobnych vlastnosti jako
linedrni konkurenéni generator ndhodnych ¢isel, ktery pomoci vhodnych konstant A
a B a §itky slova w vyrdbi nové ndhodné ¢islo 2’ z minulého ¢isla x jako

2’ = (- A+ B) mod 2".

Véta Pokud jsou h(x1),...,h(z,) rovnomérné ndhodné, pak
Vi : E[pocet prokd v i-té prihrddce] = n
m

Diikaz: Pocet prvki v i-té prihrddce si ozna¢me N;. Definujme si indikétor P;;, ktery
jeroven 1, pokud z; padlo do i-té pfihradky, jinak je roven 0. Vidime, Ze pocet prvki
v 1-té prihradce je soucet P;; pfes vSechna j.
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Dale vyuzijeme mimo jiné vétu o linearité stfedni hodnoty.
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Dusledek: Pokud bude n pfiblizné stejné velké jako m, tak v kazdé ptihradce bude
primérné jeden prvek.



