1. RycHLA FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Budeme znadif teleso T a w jeho prvok.

Veta 1.1 (o interpolacii). Nech ag, a1, ..., a, st po dvoch rozne proky telesa T|z].
Potom pre kaZdé ug,uy,...,u, € T existuje prave jeden polynom p € T[x] stupria
najviac n spliuguci

p(ao) 0

plar) = uy

plag) = up.

Definicia (modularna reprezenticia polynému). Zobrazenie

T[z] = Tlal/(z — ag) x --- X T[z]/(z = an),p = (p(@0); - -, p(en))
je moduldrnou reprezenticiou polynému nad telesom T[z] vzhladom k bodom
Qp, A1y ...y Qp.

Sice skutocnd vSeobecna definicia moduldrnej reprezentacia je zalozena na po-
zorovaniach, ktoré vyplyvaju z ¢inskej vety o zbytkoch a z vety o interpolécii po-
lynému, bude nam pre dalsie ti¢ely postacovat definicia moduldrnej reprezentacii
polynému vyssie, preto nebudeme zavadzat vSeobecnu definiciu.

Diskrétnou Fourierovou transformdciou DFT(w) s parametrom w rozumieme vy-
podet hodnédt polynému p € T|x] stupiia nejviac n — 1 v bodoch 1,w,w?, ... w" L.
Diskrétnu Fourierovii transformaciu mozeme chépat aj ako zobrazenie medzi vek-
torovymi priestormi T™ — T", ktoré vektoru koeficientov priradi vektor hodnot v
tychto bodoch. Teda pre polyném p = 27" a;z* plati

DFT(w)(ao,a1,-..,an-1) = (p(1),p(w),... ’p(wnﬂ)).

Pretoze hodnotu polynému v lubovolnom bode o modzeme dostat ndsobenim is-
tého riadkového vektoru zavislého na « a stale rovnakého stipcového vektoru podle
vzorca

ao
n—1 ) a
p(a) = Zaia7 - (1,a,a2 70/1—1) )
i=0
Gp—1
pre diskrétnu Fourierovu transformaciu plati vzorec
DFT(w)(u) = A(w) - u,
kde u je stlpcovy vektor (ag, a1, ...,a,_1)T a A(w) je Vandermondova matice tvaru
1 1 1 1
1w w? . wnt
A(w) _ 1 w2 w w2(n—1)
1 w1t w2(n71) o w(nfl)(nfl)
Teda DFT(w) je linedrne zobrazenie. Naviac, ak st prvky 1,w,...,w" ! po dvoch

rozne, potom je toto zobrazenie bijektivne, pretoze determinant Vandermondovej
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matice A(w) je rovny stacinu [],. ;(w’ —w’). Za tohoto predpokladu mézeme uvazo-
vaf inverzné zobrazenie DFT(w) ™!, ktoré sa nazyva inverznd diskrétna Fourierovd
transformdcia a budeme ho znadit IDFT(w). Mozeme vidiet, Ze

IDFT (w)(u) = A(w) ™! - w.

IDFT je vlastne interpoldcia polyndmu z hodnoét v bodoch 1,w,w?,...,w" ! a celd

diskrétna Fourierova transformacia a jej inverz st Speciadlnym pripadom modularnej
reprezentacie. Jej zmysel je v tom, Ze pre isté w existuje velmi rychly algoritmus na
ich vypocet.

Definicia (n-t4 odmocnina z jednej). Povieme, Ze prvok w € T je primitivna n-td
odmocnina z jednej v telese T, ak plati

(1) w* =1,

(2) w*# 1 prevsetky i =1,2,...,n— 1.
Inymi slovami, ak je rad prvku w v grupe T* rovny n.

27mi 27

Priklad (n-té odmocniny z jednej). (1) V telese C je w = e™» = cos <X +
isin %’T primitivnou n-tou odmocninou z jednej, ako sa dé ukézat, ked si
nakreslite jej mocniny v komplexnej rovine (tvori vrcholy pravidelného n-
uholnika)

(2) V telese Zs je w = 2 primitivnou §tvrtou odmocninou z jednej, pretoze 22 =
4, 23 = 3 a 2* = 1. Vieobecne, kazdy generator grupy Z,, je primitivnou
p — 1-tou odmocninou z jednej v telese Zy,.

Vsimnime si, Ze ak je w primitivna n-t4 odmocnina z jednej, tak potom je matica
A(w) regularna.

Tvrdenie 1.2. Ak je w primitivna n-td odmocnina z jednej v telese T a

A(w) = (wij)nf1

i,j=0"
potom
_ 1 _iiyn—1
Aw)™t = n (w ”)i,jzo’

Ingmi slovami,

1
IDFT(w) = — -DFT(w ™).
n

Proof. Dokézeme, Ze stéin tychto dvoch matic je jednotkova matica (z toho vy-
plyva, Ze st navzajom inverzné). Podla vzorca pre si¢in matic plati
n—1
(w”).. -7-(w ”),, :f-( E wFw ’”),, .
,j=0 p 4,7=0 n 4,7=0
k=0
Pritom pre ¢ = j mame

n—1

n—1
1 1 1
—_ g Z:—~ 1:7 ]_ :1
- W™ w - kZO - (n-1)

~
Il

0
Naopak, pre i £ j
n—1

n—1 n—1
§ wzkw—k] — § wk’(l—]) — § (wl—])k7
k=0 k=0

k=0
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dostali sme geometrickt radu. Pretoze w je primitivna odmocnina, mame w'=7 # 1
a mozeme pouzif zndmy vzorec, ktory hovori, ze

n—1

S (i) = (W) — 1

wi=i —1
k=0

Zéroven viak w" = 1, a teda (w'™7)" = (w")*~J = 177 = 1. Mame vysledek a ten
je 0.

Dokézali sme, Ze na diagonale stcinu tychto dvoch matic st jednotky a mimo
diagonalu nuly. Stcinom je teda jednotkova matica. O

Nemusime sa teda zaoberat vypoc¢tom IDFT, pretoZe ten mozeme urobit rovnako
ako DFT, len s inym parametrom.
Principom rychleho algoritmu na vypodet DFT je metdda rozdel a panuj. Ak je
2 AN “ilp , n—1 i :
n neparne, moézeme pocitat hodnotu polynému p = >\ a;2" v bode o rekurzivne
takto:

pla) = (ap + asa® + agat + ...+ an_ganfz) + (a1 + asa® + ...+ an_lanfl),

q(a?) ar(a?)

tj.
p(a) = q(a?) + ar(a?),
pricom ¢, r st polynémy definované

21 21
q(z) = Z agixt  a  r(r)= Z a1’
i=0 i=0

Teda tlohu dosadenia hodnoty « do polynému s n koeficientmi sme rozdelili na dve
ulohy dosadenia hodnoty o do polynémov polovi¢nej velkosti.

Aby sme mohli tlohu delit na poloviént vo vSetkych krokoch, predpokladajme
nadalej, Ze n je mocninou dvojky.

Algoritmus 1.3 (Rychla Fourierova transforméacia). FFT(w)
VSTUP: ap, a1, -.-,0n—1-
VYSTUP: DFT(w)(ap,a1,.-.,an—1)-
0. IFn =1 THEN RETURN ag, STOP.
1. (bo,...,bgfl) = FFT(w2)(a0,a2,...,an,2),
(coy.-yen1) = FFT(wz)(al,ag,...,an_l). _
2. Proi=0,...,5 —1poloz d; := b; +w'c;, dH_% =b; —w'e,
RETURN (dp, ..., dn_1).

Tvrdenie 1.4. Ak je n mocnina dvojky a w primitivna n-td odmocnina z jednej v
telese T, potom Algoritmus 1.3 funguje.

Proof. Dokaz predvedieme indukciou podla n. Pre n = 1 je DFT(w) dosadenie do
konstantného polynému s koeficientom ag, teda vysledok je ag. Prevedieme indukéni
krok. Nech p = """ a;2" a definujeme polynémy g, ako vyssie. Podla indukéného
predpokladu

(b07 s 7b%—1) = (Q(l)’ Q(w2)7 Q(w4)7 s 7Q(wn_2))

(CO’ B C%_l) = (r(l),r(wz), T(w4)v s ar(wn72))'



Chceme dokéazat, ze pre i = 0,1,..., 45 — 1 plati
di=pw’) a dipz=pwt?).
Prvy vztah plynie priamo zo vzorca odvodeného vyssie:
p(w) = q(w?) + wir(w?) = b; +wic; = d;.
Podobne odvodime aj druhy vztah:
p(wt?) = g(WBT) + W2 (W) = by — wic; = diyn.

Na tomto mieste vyuzivame jednoduché pozorovanie, Ze w2 " = w¥w" = W% a

7e wtn/2 = WiW"/? = —w'. Pritom w"/? = —1, pretoZe to je druhd odmocnina z
jednej, a tie st len dve: 1 (t4 to nie je, pretoZe w je primitivna odmocnina) a —1.
K funkénosti algoritmu ostava dokéazaf, Ze w? je primitivna 5-t4 odmocnina
z jednej. Zrejme (w?)"/? = w" = 1 a dalej pre vietky i = 1,2,...,5 — 1 plati
(w?)? = w? # 1, pretoze 2i < n a w je primitivna odmocnina. O

Tvrdenie 1.5. Algoritmus 1.8 md ¢asovi zloZitost O(nlogn) (ako jednotkovi ope-
rdciu uwvazujeme akikolvek operdciu v telese T ).

Proof. Budeme postupovat podla uZ niekolkokrat pouZitého schématu pre algo-
ritmy rozdel a panuj. Predpokladajme, ze n = 2¥. Ozna¢me T'(n) pocet operacii v
telese T, ktoré algoritmus vykoné na vstupe dlzky n. Viimnime si, ze T(1) =0 a

T(n) = 2T(g) +en
pre isti konstantu c. Plati teda
T(2F) = 2T(271) 4 c2F
=2(2T(2"72) 4 28 71) 4+ c2F = 4T (2F72) + (2% + 2)

= 28T (2F7R) 4 ck2b = 2R T(1) + ck2F = O(k2).
Teda T'(n) = O(nlogn). O

Priklad (FFT). Uvaiujme polyném p =523+ 2+ 1 € Zy[z]. Mozeme zvolit
w = —9, pretoze w? = —1, w? = 9 aw? = 1. Spocitajme DFT(w)(1,1,0,5) pomocou
Rychlej Fourierovej transformame. FFT(w?)(1,0) = (1, ) FFT(w?)(1,5) = (6 —4),
vysledok teda je (1 4+ w®6,1 4+ w! - (—4),1 —w%6,1 —w!'(—4)) = (1 +6,1+ (-9) -
(—4),1-6,1—(=9)-(-4)) = (7, -4, -5,6).

Ostéva vyriesit otdzku, ako zvolif parameter w, tj. odkial vziat v telese T primi-
tivnu n-t odmocninu z jednej. Ako uz bolo povedané, v telese C existuje primitivna
n-t4 odmocnina z jednej pre kazdé n, napr.

2mi 2 . 2mi

w=en =CoS— + 181N —.
n n

Pre telesa Z, plati nasledujtce tvrdenie:

Tvrdenie 1.6. V telese Z,, existuje primitivna n-td odmocnina z jednej prave vtedy,

ak n | p—1. V tom pripade je primitivnou n-tou odmocninou kazdy prvok aprl,
kde a je generdtor grupy Z,.



Proof. Pripomenme, Ze primitivna n-t4 odmocnina z jednej je vlastne prvok w € Zj
radu n. Vieme, ze |Z,| = p—1, a teda, podla Lagrangeovej vety, ak n { p—1, potom
ziadny prvok radu n neexistuje. V opa¢nom pripade vyuZzijeme faktu, Ze grupa Z,
je cyklicka, teda existuje prvok a € Zj, ktory tito grupu generuje, a teda ma rad

-1

p— 1. Zrejme w = a5 je prvok radu n, pretoze w' = a'*% # 1 pre kazdé i < n a
pritom w" = a?~! =1 v Z,. O

Ako ale také a v Z, ndjst? Vieme, ze grupa Zj obsahuje ¢(p — 1) generatorov,
kde ¢ znac¢i Eulerovu funkciu. Ich hustota je teda relativne velka a existuje odhad
(dokazovany obvykle v tedrii ¢isel)

‘P(p - 1) ~ i =0.3
P w2
Nejefektivnejsia metéda je teda ndhodna volba a nasledne overenie, ¢i skutocne
rdd ndhodne zvoleného prvku je p — 1. Spomenuty odhad Hovori, Ze se trafime do
generdtoru v priemere v kazdom tretom pripade.

Poznamenejme, Ze néas vlastne zaujimaja primitivne n-té odmocniny z jednej pre
n rovno mocnine dvojky. Zaujimavé st telesa Z,, kde 2¥ | p — 1 pre velmi velké k
(napr. 17, 41, atd.)

Zaverom okomentujeme neprijemnti namietku, ktord vas uz mozno napadla: ¢o
ak v nasom oblibenom telese T (ako napriklad v racionalnych éislach) Ziadne primi-
tivne n-té odmocniny z jednej nie st? Potom v T nemézeme robif Rychlu Fourierovii
transorméciu. Nikto nam vSak nebrani si prislusni odmocninu k T adjungovat a
pracovat v algebraickom rozsireni T(w). Ako T(w) si samozrejme zvolime vhodné
korenové nadteleso polynému z™ — 1. V pripade racionéalnych ¢isel je prirodzenou

volbou Q(e*").

2. RYCHLE NASOBENIE POLYNOMOV

Principom rychleho algoritmu na nasobenie a delenie polynémov je nasledujacie
pozorovanie: ak je

(coy---yCn)
modularna reprezentacia polynému p a
(doy -, dp)
moduldrna reprezentacia polynému g vzhladom k danym bodom ayg,...,a,, a ak

je naviac n > deg(p) + deg(q), potom moduldrna reprezenticia polynému p - g
vzhladom k tymto bodom je

(Cod(), . ,Cndn),

pretoze (p-q)(a;) = p(a;) - g(o;) pre lubovolny bod «;. Analogicky, ak ¢ | p, potom

% ma modularnu reprezentaciu

Co Cn
(52 ).
Pritom k vypoctu stcinu a podielu v takejto modularnej reprezentacii staci n + 1
operacii (ndsobeni, resp. deleni) v telese T. Vzhladem k tomu, Ze uzivatel obvykle
vyzaduje vstup aj vystup v Standardnej reprezentacii, zlozitost nasobenia a delenia
zavisi na algoritmu pre prevod do vhodne zvolenej modularnej bazi.
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Algoritmus 2.1 (Rychle nsobenie).
VSTUP: p=> . jaiz’,q=> 1" bz € T[z].
VYSTUP: p-q= Z;ZE” Szt
1. Zvol N = 2F > m + n a nejakd primitivnu n-td odmocninu z jednej w v T.

2. ¢:=FFT(w)(ag,---,an,0,...,0),
d := FFT(w)(bo, - -, bm,0,...,0).
3. éI:E'd:(Co'do,...,CN_l'dN_l).

4. f:=LFFT(w ) (ep,...,en—1).
5. RETURN >0 ' fiz'.

Tvrdenie 2.2. Predpokladajme, %e w je dand. Casovd zloZitost Algoritmu 2.1 je
O(nlogn), kde n je vicsi zo stupriov p,q.

Proof. Rozoberieme zlozitost jednotlivych krokov: 1. je trividlny. Krok 2. mé zlo-
zitost 20(Nlog N). Krok 3. m4 zlozitost N. Krok 4. ma zlozitost O(N log N).
A krok 5. je trividlny. Pretoze N < 4n, mame celkovi ¢asovu zloZitost algoritmu
O(Nlog N) = O(nlogn). O

Poznamka. Zlozitost hladania primitivnej odmocniny z jednej sme nepoditali, pre-
toze toto zéalezi na telese T. Napriklad v pripade Q nemusime ni¢ hladaft, staci po-
lozit w = e¥ aw™! =e "N apodital v telese Q(w). V pripade Z,, moézeme hladat
pravdepodobnostnym algoritmom popisanym v predoslej sekcii. Ak v Z, Ziadna
primitivna N-t4 odmocnina z jednej neexistuje, pracujeme v prisluSnom rozsireni.

Priklad. Spocitajme stcin (3% + 2% — 4x + 1) - (23 + 222 + 52 — 3) v Zy;.
(1) zvolme N =23 =8>3 +3aw=14.
(2) &= FFT(14)(1,-4,1,3,0,0,0,0) = (1,9, —19, ~18,3,16,19, —3),
d = FFT(14)(~3,5,2,1,0,0,0,0) = (5,5,0,14, -7, —6, — 10, 16).
(3) &= (5,4,0,—6,20, —14, 15, —7).
(4) Platiw™ =3 a & = £ = —5. Tedy
F=—5-FFT(3)(5,4,0, —6,20, —14,15, - 7) = (~3,17,20, ~11,13,7,3,0).
(5) Sadin je —3 + 17z + 202% — 1123 + 132% + 725 + 325

Poznamka. Algoritmus na rychle delenie funguje analogicky. V kroku 1. staéi

co CN-—1

N = 2F > n a v kroku 3. poéitame & = (%, ceey dN_l)' Aj v tomto pripade bude

¢asova zlozitost O(nlogn).



